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Введение

Возможностная оптимизация – научное направление, лежащее на стыке
двух дисциплин: молодой, активно развивающейся теории возможностей и фун-
даментального аппарата теории оптимизации. Теория возможностей получила
в настоящее время широкую популярность благодаря востребованности инстру-
ментария, подходящего для более адекватного моделирования неопределенно-
сти, которая не всегда может быть описана формализмами теории вероятностей.
Неопределенность, возникающую при попытке построения моделей, в которых
задействованы человеческие суждения, процесс принятия решений, экспертные
оценки и все другие области, в которых так или иначе используется человек
в качестве одного из источников информации, удобней всего моделировать при
помощи аппарата нечетких (возможностных) величин. Иными словами, теория
возможностей более адекватно моделирует субъективную неопределенность. В
свою очередь теория вероятностей как нельзя лучше подходит для моделирова-
ния неопределенности объективного типа.

Иногда возникает необходимость ввести в рассматриваемую модель
неопределенность того и другого типа - в этом случае получаются задачи
возможностно-вероятностной оптимизации или, как их еще называют, задачи оп-
тимизации в условиях гибридной неопределенности. Одним из примеров подоб-
ных задач являются задачи портфельного анализа, в которых с помощью веро-
ятностной компоненты моделируется объективная неопределенность, существу-
ющая, например, на рынке ценных бумаг, в то время как возможность необходи-
ма для задания экспертных оценок. Рассмотрим в качестве примера стоимость
акций некоторой компании. Удобней задавать этот актив не просто случайной
величиной, а некоторым случайным диапазоном с нечеткими границами.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №20-01-00669).
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При решении задач портфельного анализа в условиях гибридной неопре-
деленности прежде всего необходимо научиться снимать эти неопределенности и
приводить модели к детерминированному эквивалентному виду. Для этого необ-
ходимо сначала идентифицировать возможностно-вероятностное распределение
параметров модели. В настоящее время актуальной является задача исследова-
ния моделей в том случае, когда возможностные параметры этих моделей яв-
ляются взаимодействующими. Взаимодействие (взаимная связанность) возмож-
ностных величин моделируется при помощи аппарата треугольных норм, исполь-
зуемого в определении их совместной функции распределения возможности.

Одним из способов интерпретации взаимодействия, описываемого с помо-
щью t-норм, является агрегирование нечеткой информации. Предположим, мы
имеем 𝑛 нечетких величин, которые необходимы для решения некоторой задачи
возможностной оптимизации и заданы своими функциями распределения. Непо-
средственно перед тем, как приступить к решению задачи, мы должны ввести
дополнительное условие, описывающее их взаимодействие (T-связанность, где
T – треугольная норма). Например, при 𝑇 = min мы получаем минисвязанные
нечеткие величины, а при слабейшей t-норме – 𝑇𝑊 -связанные. Введение этого
условия осуществляется путем (неявного) конструирования модельного множе-
ства, в рамках которого в дальнейшем решается оптимизационная задача. В рабо-
те [1], в частности, приведен пример, как можно явно сконструировать модельное
множество по совокупности зараннее заданных нечетких величин, в котором все
эти величины будут удовлетворять нужному свойству взаимной связанности. В
данном случае треугольная норма используется в качестве механизма агрегиро-
вания нечеткой информации, осуществляемого совместной функцией распределе-
ния возможности 𝑛 нечетких величин, используемой при построении модельного
множества с заданными характеристиками.

В дальнейшем заложенное в условии задачи взаимодействие ее парамет-
ров играет существенную роль при ее решении. Уже при построении исчисления
возможностей, используемого, в частности, для нахождения функции распреде-
ления взвешенной суммы нечетких величин, мы получаем принципиально раз-
ные результаты (см., например, [2] – для минисвязанности и [3] – для взаимной
𝑇𝑊 -связанности параметров), которые приводят к различным методам решения
поставленных задач.

Применительно к задачам портфельной оптимизации в условиях гибрид-
ной неопределенности, слабейшая t-норма приводит к появлению в распределе-
ниях максимума от взвешенных случайных величин. Для дальнейшей работы с
ними необходимо уметь идентифицировать подобные распределения. В настоя-
щей статье исследуется способ идентификации подобного распределение методом
Монте-Карло.

1. Основные элементы теории возможностей

Введем необходимые в дальнейшем определения и понятия из теории воз-
можностей [2, 4–9].

Пусть Γ – модельное пространство, 𝛾 ∈ Γ – его элементы, а P(Γ) – множе-
ство всех подмножеств множества Γ, E1 – числовая прямая.

Определение 1. Возможностная мера 𝜋 : P(Γ)→ 𝐸1 – есть функция множе-
ства, обладающая следующими свойствами:
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1. 𝜋(⊘) = 0, 𝜋(Γ) = 1,

2. 𝜋

(︃⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)︃
= sup

𝑖∈𝐼
𝜋(𝐴𝑖),∀𝐴𝑖 ∈ P(Γ),∀𝐼.

Определение 2. Тройка (Γ,P(Γ), 𝜋) называется возможностным простран-
ством.

Определение 3. Возможностной (нечеткой) величиной называется веще-
ственная функция

𝐴(·) : Γ→ E1,

характеризующаяся распределением возможностей 𝜇𝐴(𝑥):

𝜇𝐴(𝑥) = 𝜋{𝛾 ∈ Γ : 𝐴(𝛾) = 𝑥},∀𝑥 ∈ E1,

где 𝜇𝐴(𝑥) — возможность того, что 𝐴 может принять значение 𝑥.

Определение 4. Носителем возможностной величины 𝐴 называется четкое
подмножество:

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐴) = {𝑥 | 𝜇𝐴(𝑥) > 0}, 𝑥 ∈ E1.

Определение 5. Модальным значением возможностной величины 𝐴 называ-
ется следующее четкое подмножество:

{𝑥 | 𝜇𝐴(𝑥) = 1}, 𝑥 ∈ E1.

Определение 6. Для любой возможностной переменной 𝐴 и любого 𝛼 ∈ [0, 1],
𝛼-уровневым множеством 𝐴(𝛼) называется:

� 𝐴(𝛼) = {𝑥 ∈ E1 | 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼}, для 𝛼 ∈ (0, 1],

� 𝐴(𝛼) = 𝑐𝑙(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐴)), для 𝛼 = 0,

где 𝑐𝑙(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐴)) — замыкание носителя возможностной переменной 𝐴.

Определение 7. Возможностная переменная 𝐴 называется выпуклой, если ее
функция распределения является квазивогнутой:

𝜇𝐴(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) ≥ min{𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐴(𝑥2)}, 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑥1, 𝑥2 ∈ E1.

Возможностные переменные на числовой прямой, характеризующиеся
строго унимодальными, квазивогнутыми, полунепрерывными сверху функциями
распределения и ограниченными носителями, называются нечеткими числами.

Для моделирования нечетких чисел часто используются распределения
(𝐿,𝑅)-типа [10,11].

Определение 8. (𝐿,𝑅)-функциями (функциями представления формы или
просто формами) будем называть невозрастающие, полунепрерывные сверху,
определенные на неотрицательной части числовой прямой функции, обладаю-
щие следующими свойствами:

1. 𝐿(0) = 𝑅(0) = 1,

2. 𝐿(𝑡), 𝑅(𝑡) < 1, ∀𝑡 > 0,
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3. lim
𝑡→∞

𝐿(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑅(𝑡) = 0.

Определение 9. Возможностная величина 𝐴 называется возможностной ве-
личиной (𝐿,𝑅)-типа, если ее распределение имеет вид:

𝜇𝐴(𝑥)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿

(︂
𝑎− 𝑥

𝛼

)︂
, 𝑥 < 𝑎,

1, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

𝑅

(︂
𝑥− 𝑏

𝛽

)︂
, 𝑥 > 𝑏.

Здесь [a, b] – есть интервал толерантности A, a и b – соответственно, ниж-
нее и верхнее модальные значения, 𝛼 и 𝛽 – коэффициенты нечеткости возмож-
ностной величины. Если 𝑎 = 𝑏, то получаем нечеткое число, которое будем обо-
значать как 𝐴 = (𝑎, 𝛼, 𝛽)𝐿𝑅.

Пример 1. Если в качестве левой и правой форм взять кусочно-линейную функ-
цию 𝐿(𝑥) = 𝑅(𝑥) = max{0, 1 − 𝑥}, 𝑥 ≥ 0, то для случая нечетких чисел мы
получаем так называемые триангулярные нечеткие числа.

Распределения возможностных величин (𝐿,𝑅)-типа удобны тем, что они
являются параметризованными, что позволяет в ряде случаев сводить выпол-
нение основных арифметических операций над возможностными величинами к
выполнению этих операций над параметрами.

Пусть также (Ω, 𝐵, 𝑃 ) есть вероятностное пространство. Дадим понятие
нечеткой случайной величины [2,4].

Определение 10. Нечеткая случайная величина 𝑌 (𝜔, 𝛾) есть вещественная
функция 𝑌 : Ω×Γ→ E1 𝜎-измеримая для каждого фиксированного 𝛾, а функция

𝜇𝑌 (𝜔, 𝑡) = 𝜋{𝛾 ∈ Γ : 𝑌 (𝜔, 𝛾) = 𝑡},∀𝑡 ∈ E1

называется ее функцией распределения.

Из определения 10 следует, что функция распределения нечеткой случай-
ной величины зависит от случайного параметра, т. е. является случайной функ-
цией.

2. Задача портфельной оптимизации в условиях гибридной неопреде-
ленности

В задаче портфельного анализа, построенной в соответствии с классиче-
ским подходом Марковица [12], одной из главных составляющих является функ-
ция доходности инвестиционного портфеля. Будем представлять ее нечеткой слу-
чайной функцией:

𝑅𝑝(𝑤,𝜔, 𝛾) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝜔, 𝛾)𝑤𝑖,

которая является линейной функцией долей капитала 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛) в ин-
вестиционном портфеле. Доходности отдельных финансовых активов 𝑅𝑖(𝜔, 𝛾) бу-
дем моделировать с помощью сдвиг-масштабного представления [4]:

𝑅𝑖(𝜔, 𝛾) = 𝑎𝑖(𝜔) + 𝜎𝑖(𝜔)𝑍𝑖(𝛾).
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Далее будем предполагать, что нечеткие величины 𝑍𝑖(𝛾) = [𝑚𝑖,𝑚𝑖, 𝑑𝑖, 𝑑𝑖]𝐿𝑅 вза-
имно 𝑇𝑊 -связаны, то есть их взаимодействие описывается слабейшей 𝑡-нормой
𝑇𝑊 , а 𝑎𝑖(𝜔) и 𝜎𝑖(𝜔) – коэффициенты сдвига и масштаба – независимые одинаково
распределенные случайные величины, имеющие нормальное распределение.

В этом случае возможностное распределение доходности портфеля прини-
мает вид:

𝑅𝑝(𝑤,𝜔, 𝛾) = [𝑚𝑅𝑝
(𝑤,𝜔),𝑚𝑅𝑝

(𝑤,𝜔), 𝑑𝑅𝑝
(𝑤,𝜔), 𝑑𝑅𝑝

(𝑤,𝜔)]𝐿𝑅 (1)

где

𝑚𝑅𝑝
(𝑤,𝜔) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖(𝜔) + 𝜎𝑖(𝜔)𝑚𝑖)𝑤𝑖, 𝑚𝑅𝑝(𝑤,𝜔) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖(𝜔) + 𝜎𝑖(𝜔)𝑚𝑖)𝑤𝑖,

𝑑𝑅𝑝
(𝑤,𝜔) = max

𝑖=1...𝑛
{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖}, 𝑑𝑅𝑝

(𝑤,𝜔) = max
𝑖=1...𝑛

{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖}.

Исследуем распределение случайных величин max𝑖=1...𝑛{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖} и
max𝑖=1...𝑛{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖}.

3. Идентификация распределения максимума случайных величин

Переопределим, без потери общности, случайные величины
max𝑖=1...𝑛{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖} и max𝑖=1...𝑛{𝜎𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑤𝑖} следующим образом:

𝑄 = max
𝑖=1...𝑛

{𝑐𝑖𝑋𝑖} (2)

где
𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜇𝑖, 𝜎

2
𝑖 )

Покажем, что умножение нормально распределённой случайной величины
на постоянный коэффициент эквивалентно нормально распределённой случай-
ной величине с точностью до параметров:

𝑐𝑖𝑋𝑖 = 𝑌𝑖 ∼ 𝑁(𝑐𝑖𝜇𝑖, 𝑐
2
𝑖𝜎

2
𝑖 )

В соответствии с полученным результатом переопределим случаюную ве-
личину из уравнения 2:

𝑄 = max
𝑖=1...𝑛

{𝑌𝑖} (3)

На основании полученного выражения задача о взвешенном максимуме
для случая нормально распределённых случайных величин свелась к задаче
обычного максимума.

4. Моделирование методом Монте-Карло

Эффективным способом получить представление о распределении случай-
ной величины заданной нетривиальным выражением, можно с помощью числен-
ного моделирования. В данной работе применён метод Монте-Карло, реализация
на языке Python.
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4.1 Преобразование Бокса — Мюллера

Для генерации нормально распределённой случайно величины используем
метод полярных координат, предложенный Джорджем Боксом, Мервином Мюл-
лером и Джорджем Марсальей в 1958 году. Данный метод преобразует две неза-
висимые равномерно распределённые случайные величины в две независимые
нормально распределённые величины. Дадим формальное описание метода:

𝐴 ∼ 𝑈(0, 1); 𝐵 ∼ 𝑈(0, 1)

𝑍0 =
√︀
−2 ln(𝐴) cos(2𝜋𝐵) ∼ 𝑁(0, 1)

𝑍1 =
√︀
−2 ln(𝐴) sin(2𝜋𝐵) ∼ 𝑁(0, 1)

Так как в данной работе не преследуется цель генерации случайных вели-
чин максимально эффективным способом, в силу удобства дальнейшей реализа-
ции на Python остановимся на одной нормальной величине вместо двух. Ниже
представлена реализация на языке Python использованная в данной работе:

Листинг 1: Преобразование Бокса — Мюллера

def uni2norm (x1 , x2 ) :
return np . sq r t (=2 * np . l og ( x1 ) ) * np . cos (2 * np . p i * x2 )

def norm_gen(n , reps ) :
bxs1 = np . array ( [

np . random . uniform (0 , 1 , n )
for _ in range ( reps )

] )
bxs2 = np . array ( [

np . random . uniform (0 , 1 , n )
for _ in range ( reps )

] )
return uni2norm ( bxs1 , bxs2 )

def norm_gen_ex( params , reps ) :
"""params = [ [mu1, mu2, . . . ] , [ sigma1 **2 , sigma2 **2 , . . . ] ] """
n = params . shape [ 1 ]
xs = norm_gen(n , reps )
return xs * np . sq r t ( params [ 1 ] ) + params [ 0 ]

4.2 Моделирование максимума

Непосредственно рассмотрим распределение максимума из множества
независимых нормально распределённых случайных величин. Для этого были
смоделированы три ситуации:

1. Максимум из 20 нормальных величин с параметрами 𝜇 = 0, 𝜎2 = 1
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2. Максимум из 20 нормальных величин среди которых:

� 19 с параметрами 𝜇 = −5, 𝜎2 = 1

� одно с параметрами 𝜇 = 5, 𝜎2 = 1

3. Две нормальные величины с параметрами

� первое 𝜇 = 0, 𝜎2 = 1

� второе 𝜇 = 0.60, 𝜎2 = 10
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На всех изображениях использована следующая легенда:

� Точечный пунктир светло-голубого и зелёного цветов — исходные распре-
деления нормальных величин.

� Синяя сплошная — смоделированный максимум.

� Розовый пунктир с точкой — попытка аппроксимировать полученное рас-
пределение некоторым нормальным распределением на основании среднего
арифметического значения и стандартного отклонения для смоделирован-
ного распределения.

Кроме того для каждого построения рассчитан критерий Пирсона (p-value)
для проверки распределения на нормальность. (D’Agostino, R. and Pearson, E. S.
(1973), “Tests for departure from normality”, Biometrika, 60, 613-622). Данный тест
пройден только на одном моделировании из трёх, а именно втором.

5. Анализ результатов моделирования

Моделирование показало вариативное поведение максимума для разных
комбинаций нормальных величин.

5.1 Визуальный анализ

Для множества из 20 независимых нормально распределённых величин с
одинаковыми параметрами максимум ведёт себя как и ожидалось, а именно сме-
щён относительно мат. ожидания нормальных величин в направлении положи-
тельной бесконечности. Неожиданным, но объяснимым качеством максимума яв-
ляется также его асимметричность — короткое левое и длинное правое плечи, так
как левое плечо подпирается 20ю максимумами плотности вероятности нормаль-
ного распределения, а правое плечо плавно уходит в бесконечность. Очевидно,
что в силу асимметричности распределения, случайная величина определяемая
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как максимум из 20 случайных независимых нормально распределённых случай-
ных величин не является нормально распределённой величиной, а потscipy.stats
import normaltestому была отвергнута критерием Пирсона с надёжностью в 211
порядков величины p-value.

Для множества из 20 независимых нормально распределённых величин
из которых мат. ожидание 19ти равно -5, а мат. ожидание последней равно 5,
очевидно вырождение максимума в единственную случайную величину с наи-
большим мат ожиданием. Разница между мат. ожиданиями столь велика, что
19 случайных величин из 20 себя никак не проявляют. Нулевая гипотеза надёж-
но принята критерием Пирсона, максимум достоверно описывается нормальным
распределением. На графике синяя сплошная совпадает с розовой пунктир точ-
кой и с невидимым на их фоне точечным пунктиром нормально распределённой
случайной величины с мат. ожиданием равным 5.

Для множества из двух независимых нормально распределённых величин
с близким мат. ожиданием, но сильно различающейся дисперсией наиболее оче-
видно нетривиальное поведение максимума. Экстремально пологое правое плечо
по сравнению с левым. Такое распределение ни в каком приближении нельзя
считать нормально распределённым.

5.2 Аналитический подход

Пользуясь выражением 3 выпишем функцию распределения случайной ве-
личины 𝑄:

𝐹𝑄(𝑥) = 𝑃 [(𝑌1 ≤ 𝑥) ∩ (𝑌2 ≤ 𝑥) ∩ . . . ] (4)

Так как все случайные нормально распределённые величины 𝑌𝑖 независи-
мы, то выражение 5 раскрывается в произведение:

𝑃 [(𝑌1 ≤ 𝑥) ∩ (𝑌2 ≤ 𝑥) ∩ . . . ] =
∏︁
𝑖

𝑃 (𝑌𝑖 ≤ 𝑦) =
∏︁
𝑖

𝐹𝑌𝑖(𝑥) (5)

Следовательно является возможным точное аналитическое описание функ-
ции распределения максимума из множества независимых нормальных случай-
ных величин. На всех графиках моделирования методом Монте-Карло теорети-
ческое предсказание совпало с синей сплошной. Ниже для сравнения даны два
примера моделирования: слева построение по 20 000 сгенерированных значений
максимума, справа всего по 200. Красный график — построение путём модели-
рования, синий — путём теоретического предсказания.

Подкрепим наше утверждение о форме функции распределения случайной
величины 𝑄 расстоянием Кульбака — Лейблера между эмпирической и теорети-
ческой моделями. Видим, что с увеличением выборки расстояние Кульбака —
Лейблера падает практически до нуля.
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20 000 значений методом
Монте-Карло

200 значений методом
Монте-Карло

Расстояние Кульбака — Лейблера:
0.003

Расстояние Кульбака — Лейблера:
0.212

Заключение

В статье исследован способ идентификации методом Монте-Карло распре-
делений нечетких случайных величин, в параметрическом задании которых при-
сутствует функция максимума от взвешенных случайных величин.
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