
Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ
äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòíî-ãðàôè÷åñêîé ðàáîòû ïî òåìå

"Ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì"

Çàìå÷àíèå 1: Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ñ.â.) ξ èìååò ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå , òî ñ.â. η = a + (b − a)ξ èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b].

Çàìå÷àíèå 2: Ñ.â. ξ ∈ N(0, 1), ãäå ñèìâîë N(0, 1) îáîçíà÷àåò,
÷òî ñ.â. ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ìîæåò
áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðåäñòàâëåíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé

η =
η1 + η2 + . . . + ηm −m/2√

m/12
,

ãäå η1, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (í.î.ð.ñ.â.). Ïðè÷åì ñ.â. η1 èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ
áðàòü m ≥ 12.

Çàìå÷àíèå 3: Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � í.î.ð.ñ.â. è ξ1 ∈ N(0, 1). Òîãäà
ñ.â. χ2

n := ξ2
1 + . . . + ξ2

n èìååò χ2 (õè - êâàäðàò) � ðàñïðåäåëåíèå ñ n

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Çàìå÷àíèå 4: Ïóñòü ξ1, . . . , ξn, ξn+1 � í.î.ð.ñ.â. è ξ1 ∈ N(0, 1).

Òîãäà ñ.â.
tn :=

ξn+1√
1/n · χ2

n

=
ξn+1√

1/n · (ξ2
1 + . . . + ξ2

n)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Çàìå÷àíèå 5: Ïóñòü ξ1, . . . , ξn, ξn+1, . . . , ξn+m � í.î.ð.ñ.â. è ξ1 ∈

N(0, 1). Òîãäà ñ.â.

Fn,m :=
1/n · (ξ2

1 + . . . + ξ2
n)

1/m · (ξ2
n+1 + . . . + ξ2

n+m)
.

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Çàìå÷àíèå 6: Ïóñòü Fξ(x) = F (x) = P (ξ < x) - åñòü íåïðå-

ðûâíàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ξ. Òîãäà



ñ.â. η = F (ξ) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ñ.â. η èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
îòðåçêå [0, 1], à ôóíêöèÿ y = F (x) = 1 − e−λx, x > 0, åñòü ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà ñ ïàðàìåòðîì λ, òî ñ.â.
ξ = F−1(η) èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ. Çäåñü x = F−1(y) = − 1

λ · ln(1 − y) � åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
F (x).

Çàìå÷àíèå 7:Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � í.î.ð.ñ.â. è ξ1 èìååò ïîêàçàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïëîòíîñòü òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò âèä:

ρξ(x) =





λ · e−λx , x > 0,
0 , x ≤ 0,

Òîãäà ñ.â. η = ξ1+. . .+ξn � èìååò ãàììà ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
α = n, β = λ. Â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. ξ èìååò ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α > 0 è β > 0, åñëè îíà èìååò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

ρξ(x) =





βα

Γ(α) · xα−1e−βx , x > 0,

0 , x ≤ 0,

ãäå Γ(α) :=
∫∞
0 xα−1e−xdx � ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ãàììà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Γ(α + 1) = α · Γ(α);
2. Γ(1/2) =

√
π, Γ(1) = 1;

3. Γ(n + 1) = n!, ãäå n � íàòóðàëüíîå.
Â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ñèìâîë Γ(α, β).
Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàììà

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α = 1, β = λ!!!
Çàìå÷àíèå 7: Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñ.â. ξ ∈ Γ(n

2 ,
1
2 , ò.å.

èìååò ãàììà ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α = n
2 è β = 1

2 . Òîãäà ñ.â.
ξ èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ò.î. χ2-ðàñïðåäåëåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàììà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ!!!



Çàìå÷àíèå 8: Ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðóþ ñ.â. ξ. Ïóñòü
íåçàâèñèìî è â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ìû ïðîèçâåëè k èçìåðåíèé ýòîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ïîëó÷èëè ñ.â. x1, . . . , xk. Ðàññìîòðèì íîâóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð.ñ.â. ξ1, . . . , ξk, òàêèõ, ÷òî

ξi =





1 , xi < z,

0 , xi ≥ z,

ãäå z åñòü íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk(z) =
ξ1 + . . . + ξk � ÷èñëî èçìåðåíèé ñ.â. ξ, ìåíüøèõ z.

Ïîçäíåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñ.â. Sk(z)/k → Fξ(z) = P (ξ < z) ïðè
k →∞ (ò.å., â íåêîòîðîì ñìûñëå ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).

Òîãäà â êà÷åñòâå îöåíêè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fξ(z) = P (ξ < z) â
òî÷êå z ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó sk(z)/k, âû÷èñëåííóþ ïî íà-
áëþäåíèÿì x1, . . . , xk.

Çàìå÷àíèå 9: Ïóñòü ñ.â. ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Êâàíòèëüþ ïîðÿäêà p (p ∈ [0, 1]) ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
xp ∈ R1: P (ξ < xp) = Fξ(xp) = p.

Çàìå÷àíèå 10: Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà ∫ b

a f(x)dx. . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñ.â. ξ, èìåþùóþ ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà [a, b], è ñ.â. η = f(ξ).

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η:

M(η) = M [f(ξ)] =
∫ b

a
f(x) · ρξ(x)dx =

1

b− a
·

∫ b

a
f(x)dx .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî
∫ b

a
f(x)dx = (b− a) ·M [f(ξ)] ,

ãäå M [f(ξ)] åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. f(ξ).
Ïóñòü x1, . . . , xn åñòü íåçàâèñèìûå èçìåðåíèÿ ñ.â. ξ, ïðîèçâåäåí-

íûå â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ. Òîãäà âåëè÷èíû f(x1), . . . , f(xn) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîãè÷íûå èçìåðåíèÿ ñ.â. η = f(ξ).

Ïîçäíåå áóäåò ïîêàçàíî (ñì. òåìó "Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë"), ÷òî âå-
ëè÷èíà (

∑n
i=1 f(xi))/n ÿâëÿåòñÿ "õîðîøåé"(â íåêîòîðîì ñìûñëå) îöåí-



êîé (àïïðîêñèìàöèåé) M [f(ξ)]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∫ b

a
f(x)dx ≈ b− a

n
·

n∑

i=1
f(xi) .

Çàìå÷àíèå 11: Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü íåêîòîðîé îá-
ëàñòè D.

Äëÿ ýòîãî:
1. Ñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè [a, b] è c, d, ñîäåðæàùèé

îáëàñòü D.
2. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ãäå ñ.â. ξ

èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]; ñ.â. η èìååò ðàâ-
íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [c, d]. Ââåäåì ñ.â.

ϕ =





1 , (ξ, η) ∈ D,

0 , (ξ, η) /∈ D.

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. ϕ:

Mϕ = 1 · P ((ξ, η) ∈ D) + 0 · P ((ξ, η) /∈ D) = P ((ξ, η) ∈ D) =
SD

Sabcd
,

ãäå SD, Sabcd � ïëîùàäè îáëàñòè D è ïðÿìîóãîëüíèêà abcd, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ìû âîñïîëüçîâàëèñü ãåî-
ìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûé âåê-
òîð èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â îáëàñòè D. Ñëåäîâàòåëüíî,
SD = Sabcd ·Mϕ.

Ïóñòü (x1, y1), . . . (xn, yn) � ïîëó÷åííûå ("íàáëþäåííûå") çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì n èçìåðåíèé ñ.â.
ϕ: z1, . . . , zn, ãäå

zi =





1 , (xi, yi) ∈ D,
0 , (xi, yi) /∈ D,

i = 1, . . . , n. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

SD ≈ Sabcd ·
∑n

i=1

n
.


