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1.10 � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

� ª ®²¬¥· «®±¼ ° ¥¥,  ¨¡®«¥¥ ¯®«®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» �, ª®²®°³¾ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ½ª±-

¯¥°¨¬¥² , ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ P�. �® ±¤¥« ²¼ ½²® °¥ «¼®

¤®¢®«¼® ²°³¤®,   · ±²® ¨ ¥³¦®. �® ¬®£¨µ § ¤ · µ ¬» ¨²¥-

°¥±³¥¬±¿ ²®«¼ª® ²¥¬, ®ª®«® ª ª®© ²®·ª¨ "¢ ±°¥¤¥¬ " ¬¥¿¾²±¿

§ ·¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¨ ª ª ¤ «¥ª® ®¨ (®¯¿²¼ "¢ ±°¥¤-

¥¬") ¬®£³² ®²ª«®¿²¼±¿ ®² ½²®£® § ·¥¨¿. �«¿ ½²®£® ¢ ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²®±²¥© ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯®¿²¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿

(ª ª ¶¥²°  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿) ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ (¤«¿ ®¶¥ª¨ ®²ª«®¥¨¿

®² ½²®£® ¶¥²° ). �»  ·¥¬ ¨§«®¦¥¨¥  ¸¥© ²¥®°¨¨ ± ¯°®±²¥©-

¸¥£® ±«³· ¿, ª®£¤  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥.

1.10.1 � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨»

.

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤ ²¼  ¡±²° ª²®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥, ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®-

±²®© ¯°¨¬¥°, ª®²®°»© ®¡º¿±¨²  ¬ ¥£® ° §³¬®±²¼.

�³±²¼ ±.¢. � ¯°¨¨¬ ¥² ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© x1; : : : ; xn
± ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ ¯®¿¢«¥¨¿ ½²¨µ § ·¥¨© pk = P (� = xk),

k = 1; : : : ; n. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¯°®¢¥«¨ N ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨§¬¥-

°¥¨© ½²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¢ ®¤¨ ª®¢»µ ³±«®¢¨¿µ ¨ ¯®«³-

·¨«¨ °¥§³«¼² ²» y1; : : : ; yN . �³±²¼ Nk ¥±²¼ ·¨±«® ¯®¿¢«¥¨© § ·¥-

¨¿ xk ¢ ½²®© ±¥°¨¨ ¨§¬¥°¥¨©. �²³¨²¨¢® ¬» ¯°¥¤±² ¢«¿¥¬ ±¥¡¥

±°¥¤¥¥ ¢ ¤«¨®© ±¥°¨¨ ¨§¬¥°¥¨© ª ª ±°¥¤¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥.

�®£¤ 

y1 + : : :+ yN

N
= x1

Nk

N
+ : : :+ xn

Nn

N
� x1p1 + : : :+ xnpn ;

².ª. ¢ ¤«¨®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ¨© · ±²®²» "²¿£®²¥¾²" ª ¢¥°®¿²®±-

²¿¬. �®±«¥¤¾¾ ±³¬¬³ ¥±²¥±²¢¥® ±·¨² ²¼ ¥ª®²®°»¬ ²¥®°¥²¨-
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·¥±ª¨¬ ±°¥¤¨¬ ¨«¨ ¶¥²°®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨-

·¨» �.

�²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯°¨¢®¤¿²  ± ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ (±°¥¤¨¬)

¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M� =
X
n
xnpn ;

£¤¥ fx1; x2; : : :g { ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© ±.¢. �,   pn = P (� = xn), ¯°¨

³±«®¢¨¨, ·²® ¯®±«¥¤¨© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²®.

�®£¤  ¨±¯®«¼§³¾² ¨ ¤°³£®¥ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®

®¦¨¤ ¨¿ { E�. �¡±®«¾² ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ³¦  ¤«¿ ²®£®, ·²®¡»

¢¥«¨·¨  M� ¥ § ¢¨±¥«  ®² ¯®°¿¤ª  ³¬¥° ¶¨¨ § ·¥¨© ±.¢. �.

�®±¬®²°¨¬, ª ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¾² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨-

¤ ¨¿ ¤¨±ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �«¿ ³¤®¡±²¢  ±¢¥¤¥¬ ¢±¥

½²¨ ±¢®©±²¢  ¢ ±«¥¤³¾¹¥¥

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1 . � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ¨¿ ¤¨±ª°¥²»µ ±«³-

· ©»µ ¢¥«¨·¨ (¥±«¨ ®¨ ±³¹¥±²¢³¾²) ®¡« ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©-

±²¢ ¬¨.

1. �±«¨ P (� = C) = 1, ²® M� = C .

2. �±«¨ C = const, ²® M(C�) = CM� .

3. M(�1 + �2) =M�1 +M�2 .

4. �±«¨ � � 0, ²® M� � 0 .

5. �±«¨ �1 � �2, ²® M�1 �M�2 .

6. �±«¨ �1 ¨ �2 - ¥§ ¢¨±¨¬», ²® M(�1�2) =M�1 �M�2 .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �±«¨ P (� = C) = 1, ²® M� = C � 1 = C.

2. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � = C� ¨¬¥¥² ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨©

Y = fCx1; Cx2; : : :g
¨

P (� = Cxn) = pn :
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�®£¤ 

M� =
X
n
(Cxn)pn = C

X
n
xnpn = CM� :

3. �³±²¼ X = fx1; : : : ; xn; : : :g { ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© ±.¢. �1, Y =

fy1; : : : ; ym; : : : ; g - ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© ±.¢. �2. �®£¤  ¬®¦¥±²¢®¬

§ ·¥¨© ±.¢. � = �1+�2 ¡³¤¥² Z = fz1; : : : ; zk; : : :g, £¤¥ zk = xn+ym
¤«¿ ¥ª®²®°»µ xn ¨ ym. �±«¨ pnm = P (�1 = xn; �2 = ym), ²®

qk = P (�1 + �2 = zk) =
X

xn+ym=zk

pnm :

� ¯®¬¨¬, ·²®

P (�1 = xn) =
X
m
pnm ; P (�2 = ym) =

X
n
pnm :

�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬

M(�1 + �2) =
X
k

zkqk =
X
k

zk
X

xn+ym=zk

pnm =

=
X
n;m

(xn + ym)pnm =
X
n
xn(

X
m
pnm) +

X
m
ym(

X
n
pnm) =

X
n
xnP (�1 = xn) +

X
m
ymP (�2 = ym) =M�1 +M�2 :

4. � � 0 ®§ · ¥², ·²® ¢±¥ § ·¥¨¿ xn � 0. �®£¤ 

M� =
X
n
xnpn � 0 ;

².ª. ½²® ±³¬¬  ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ±« £ ¥¬»µ.

5. �²® ±¢®©±²¢® ¥±²¼ ¯°¿¬®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ±¢®©±²¢ 2,3 ¨ 4. �¥©±²-

¢¨²¥«¼®, � = �1 � �2 � 0. �®£¤ 

M� =M(�1 � �2) =M�1 +M(��2) =M�1 �M�2 � 0 :

6. �²® ±¢®©±²¢® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ±¢®©±²¢® 3. �¥®¡-

µ®¤¨¬® ²®«¼ª® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±.¢.

pnm = P (�1 = xn; �2 = ym) = P (�1 = xn) � P (�2 = ym) :
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1.10.2 �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¢ ®¡¹¥¬

±«³· ¥

�¥¯¥°¼ ¬» µ®²¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±.¢. �,

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®²®°®© ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¤¨±ª°¥²®. � ·¥¬ ±® ±«³-

· ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. � ¸ ¯«  ±®±²®¨² ¢

²®¬, ·²®¡»  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ² ª¨¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ± ¯®-

¬®¹¼¾ ¤¨±ª°¥²»µ, ¤«¿ ª®²®°»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ³¦¥

®¯°¥¤¥«¥®,   ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ � ¯®«®¦¨²¼ ° ¢»¬ ¯°¥-

¤¥«³ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ¯°¨¡«¨¦ ¾¹¨µ ¥¥ ¤¨±ª°¥²»µ

±.¢. �±² ²¨, ½²® ®·¥¼ ¯®«¥§ ¿ ®¡¹ ¿ ¨¤¥¿, ±®±²®¿¹ ¿ ¢ ²®¬, ·²®

¥ª®²®° ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ± · «  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤«¿ ¯°®±²»µ ®¡º-

¥ª²®¢,   § ²¥¬ ¤«¿ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ®¡º¥ª²®¢ ®  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±

¯®¬®¹¼¾  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¨µ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¬¨ (±¬®²°¨,  ¯°¨¬¥°,

®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯«®¹ ¤¥©, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ´³ª¶¨© ¯³²¥¬ ° §«®¦¥¨¿

¨µ ¢ °¿¤» ¨ ².¯.).

�¥¬¬  1 . �³±²¼ � ¥±²¼ ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ±«³· ©-

 ¿ ¢¥«¨·¨ . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ f�ng ¤¨±-

ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ² ª¨µ, ·²®

1) �n(!) � 0 ; 8n,
2) �n(!) � �n+1(!) ,

3) �n(!)! �(!) ° ¢®¬¥°® ¯® ! 2 
 ¯°¨ n!1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � §®¡¼¥¬ ¯®«³®±¼ [0;1)   ° ¢»¥ ®²°¥§ª¨

¤«¨» 2�n ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬

�n(!) =
k

2n
; ¥±«¨ k2�n � �(!) < (k + 1)2�n:

�®£¤  ±¢®©±²¢  1 ¨ 2 «¥£ª® ±«¥¤³¾² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±.¢. �n, ¨

j�n(!) � �(!)j � 2�n ! 0; n!1;

8! 2 
.

�¥¬¬  2 . �³±²¼ � { ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ¨ f�ng
¨ f�ng { ¤¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¤¨±ª°¥²»µ ±.¢., ®¡« ¤ ¾¹¨µ

±¢®©±²¢ ¬¨ 1 - 3 ¨§ «¥¬¬» 1. �®£¤ 

lim
n
M�n = lim

n
M�n :
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨ ¬» ¤®¯³±ª ¥¬ M� =1.

� ±¨«³ ±¢®©±²¢  3 «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ f"ng ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ·¨±¥«, ² ª ¿, ·²®

j�n(!) � �n(!)j � "n ! 0; n!1 :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

�n(!) � "n � �n(!) � �n(!) + "n

8! 2 
. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ¤«¿ ¤¨±-

ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ¯®«³· ¥¬

M�n � "n �M�n �M�n + "n :

�¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ n!1, ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» 2.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 . �³±²¼ � { ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨-

 , f�ng { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¨±ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ®¡-
« ¤ ¾¹¨µ ±¢®©±²¢ ¬¨ 1 - 3 ¨§ «¥¬¬» 1. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ -

¨¥¬ ±.¢. �  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M� = lim
n
M�n :

�¥¬¬  2 £ ° ²¨°³¥², ·²® M� ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°   ¯¯°®ª±¨-

¬¨°³¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ f�ng.
�³±²¼ ²¥¯¥°¼ � { ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ . �¯°¥¤¥«¨¬

�+(!) =

8<
: �(!) ; ¥±«¨ �(!) � 0 ;

0 ; ¥±«¨ �(!) < 0 ;

��(!) =

8<
: 0 ; ¥±«¨ �(!) � 0 ;

��(!) ; ¥±«¨ �(!) < 0 :

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ �+ ¨ �� «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²®

1) �+ � 0; �� � 0 ,

2) �(!) = �+(!) � ��(!) .
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3 . � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®©

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M� =M�+ �M�� ;

¥±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ·¨±¥« ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ª®-

¥·®.

�«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£°¨°³¥¬®©, ¥±«¨

M�+ <1 ¨ M�� <1.

�±¾¤³ ¤ «¥¥ ¬» ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©

¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±.¢. � ¿¢«¿¾²±¿ ¨²¥£-

°¨°³¥¬»¬¨.

1.10.3 � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ª ª ¨²¥£° « �¨¬  -

�²¨«²¼¥± 

�»¸¥ ¬» ³¦¥ ®²¬¥· «¨, ·²® ¥¤¨±²¢¥®© ®¡º¥ª²¨¢®© µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª®© ±.¢. �, ª®²®°³¾ ¬®¦® ¢®±±² ®¢¨²¼ ®¤®§ ·® ¯® °¥-

§³«¼² ² ¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²  (¯® - ª° ©¥© ¬¥°¥, ¢ ¯°¨¶¨¯¥), ¿¢«¿-

¥²±¿ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¥ ¤°³£¨¥ µ ° ª²¥-

°¨±²¨ª¨ ¤®«¦» ¢»¯¨±»¢ ²¼±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �¨¦¥

¬» ¯®ª ¦¥¬, ª ª ½²® ±¤¥« ²¼ ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿. �«¿

½²®£®  ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ®¤® ¯®¿²¨¥ ¨§ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§ ,

  ¨¬¥® ¨²¥£° « �¨¬   { �²¨«²¼¥± .

�³±²¼ F (x) { ¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ®£° ¨·¥ ¿ ´³ª¶¨¿, f(x) { ¯°®-

¨§¢®«¼ ¿ ¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿, ª®²®°»¥ § ¤ »   ¨²¥°¢ «¥ [a; b).

� ±±¬®²°¨¬ ° §¡¨¥¨¥ a = t0 < t1 < : : : < tk < tk+1 : : : < tn = b ¨

¢»¡¥°¥¬ ¯® ²®·ª¥ sk 2 [tk; tk+1). �¡° §³¥¬ ¨²¥£° «¼³¾ ±³¬¬³

Sn =
n�1X
k=0

f(sk)[F (tk+1)� F (tk)] :

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4 . �³ª¶¨¿ f(x)  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£°¨°³¥¬®© ¢

±¬»±«¥ �¨¬   { �²¨«²¼¥±  ®²®±¨²¥«¼® ´³ª¶¨¨ F (x)  

[a; b), ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« ¨²¥£° «¼»µ ±³¬¬ Sn ¯°¨

max
k
jtk+1 � tkj ! 0 ¨ ½²®² ¯°¥¤¥« ¥ § ¢¨±¨² ®² ±¯®±®¡  ¨§¬¥«¼-

·¥¨¿ ¨²¥°¢ «  [a; b) ¨ ¢»¡®°  ²®·¥ª sk.
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�®«³·¥»© ¯°¥¤¥«  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£° «®¬ �¨¬   { �²¨«

- ²¼¥±  ´³ª¶¨¨ f(x) ®²®±¨²¥«¼® ´³ª¶¨¨ F (x) ¨ ®¡®§ · ¥²±¿Z b

a
f(x)dF (x) :

� ¬¥· ¨¿. 1. �±«¨ F (x) = x, ²® ¬» ¯®«³· ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥

®¡»·®£® ¨²¥£° «  �¨¬  .

2. �±«¨ ¨²¥°¢ « ¡¥±ª®¥·»©, ²® ± · «  ¨²¥£° « ®¯°¥¤¥«¿¾²

  ª®¥·®¬ ¨²¥°¢ «¥,   § ²¥¬ ¯¥°¥µ®¤¿² ª ¯°¥¤¥«³, ª®£¤  ®¤¨

¨«¨ ®¡  ª®¶  ¨²¥°¢ «  ³µ®¤¿² ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼.

3. �®±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¨ ¯® �¨¬ ³ { �²¨«²¼-

¥±³   ª®¥·®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®±²¼ ´³ª¶¨¨ f(x)

  § ¬ª³²®¬ ®²°¥§ª¥ [a; b].

4. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ��(x) = F
0

(x), ²®
bR
a
f(x)dF (x) =

bR
a
f(x)��(x)dx,

£¤¥ ¯®±«¥¤¨© ¨²¥£° « ³¦® ¯®¨¬ ²¼ ª ª ¨²¥£° « �¨¬  .

�°¨¬¥¨¬ ½²³ ª®±²°³ª¶¨¾ ª  ¸¥© ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  ¬» ¢»-

·¨±«¿¥¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥. �³±²¼ � { ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿

±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ . � ¯®¬¨¬, ·²®  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹ ¿ ¥¥ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¨±ª°¥²»µ ±.¢. �n ±²°®¨²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³:

�n(!) =
k

2n
; ¥±«¨

k

2n
� �(!) <

k + 1

2n
:

�®£¤ 

M� = lim
n
M�n = lim

n

1X
k=0

k

2n
[F�(

k + 1

2n
)� F�(

k

2n
)] :

�° ¢¨¢ ¿ ¯®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ± ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¨²¥£° «  �¨¬  

{ �²¨«²¼¥±  ¤«¿ f(x) = x ¨ F (x) = F�(x), ¯®«³· ¥¬

M� =
1Z
0

xdF�(x) :

� §« £ ¿ � ¢ ° §®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®© · ±²¥©,   -

«®£¨·® ¯®«³· ¥¬ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥

M� =
1Z

�1

xdF�(x) : (10.1)

�°¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±«¥¤³¾¹¨© ¯®«¥§»© °¥§³«¼² ².
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 2 . �±«¨ ±.¢. � ¨¬¥¥² ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F�(x),

y = g(x) { ¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ² ª ¿, ·²® ±.¢. � = g(�) { ¨²¥£-

°¨°³¥¬ , ²®

M� =
1Z

�1

g(x)dF�(x) : (10.2)

�±«¨ � { ¤¨±ª°¥² ¿ ±.¢. ± ¬®¦¥±²¢®¬ § ·¥¨©X = fx1; x2; : : :g
¨ pn = P (� = xn), ²®

M� =
X
n
xnpn ; (10.3)

¨

M� =
X
n
g(xn)pn : (10.4)

�±«¨ � ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ��(x), ²®

M� =
1Z

�1

x��(x)dx : (10.5)

¨

M� =
1Z

�1

g(x)��(x)dx : (10.6)

1.10.4 �¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©

�±¾¤³ ¢ ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢±¥  ¯¨± »¥ ¬ -

²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ¨¿ ª®¥·».

1. �±«¨ P (� = C) = 1, ²® M� = C .

2. M(C�) = C �M� .

3. M(�1 + �2) =M�1 +M�2 .

4. �±«¨ � � 0, ²® M� � 0, ¯°¨·¥¬ M� = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  P (� = 0) = 1.

�²¨ ·¥²»°¥ ±¢®©±²¢  ¯®«³· ¾²±¿ ¯°¥¤¥«¼»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬ ¨§   -

«®£¨·»µ ±¢®©±²¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ¤¨±ª°¥²»µ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨.

5. �±«¨ �1 � �2, ²® M�1 �M�2 .

�²® ±¢®©±²¢® ¥±²¼ ¯°¿¬®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ±¢®©±²¢ 2 - 4.

6. jM�j �M j�j .
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨» ¢¥-

¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  ¨¬¥¥¬

�j�j � � � j�j :
� «¥¥ ¯°¨¬¥¿¥¬ ±¢®©±²¢® 5.

7. �±«¨ � { ¨¤¨ª ²®° ¥ª®²®°®£® ±«³· ©®£® ±®¡»²¨¿ A, ²®

M� = P (A).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¤¨ª ²®°  ±®¡»²¨¿ ±.¢. �

¯°¨¨¬ ¥² ¤¢  § ·¥¨¿: 1 { ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ P (A) ¨ 0 { ± ¢¥°®¿²-

®±²¼¾ 1� P (A). �®£¤  ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ -

¨¿ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ¨¬¥¥¬

M� = 1 � P (A) + 0 � (1� P (A)) = P (A) :

8. �±«¨ �1 ¨ �2 { ¥§ ¢¨±¨¬», ²® M(�1�2) =M�1 �M�2.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥² ° §¡¨²®   ¥±ª®«¼ª® ¸ £®¢.

a) �±«¨ �1 ¨ �2 { ¤¨±ª°¥²»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨», ²® ½²® ±¢®©-

±²¢® ³¦¥ ¤®ª § ® ° ¥¥.

b) �³±²¼ �1 ¨ �2 { ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¨²¥£°¨°³¥¬»¥ ±«³· ©»¥

¢¥«¨·¨». �®±²°®¨¬ ¤¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ f�(n)1 g ¨ f�(n)2 g ¤¨±-

ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¨§ «¥¬¬»

1. �§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®© «¥¬¬» ¬» § ¥¬, ·²® �
(n)
1 ¨ �

(n)
2 ¬®¦-

® ¯®±²°®¨²¼ ª ª ´³ª¶¨¨ ®² �1 ¨ �2. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ®¨

¥§ ¢¨±¨¬». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®

j�(n)1 � �1j � 1

n
; j�(n)2 � �2j � 1

n
:

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨»

M�1 = lim
n
M�

(n)
1 ; M�2 = lim

n
M�

(n)
2 :

�±¯®«¼§³¿ ¢±¥ ³ª § ®¥ ¢»¸¥, ¯®«³· ¥¬

jM(�1�2)�M�1 �M�2j =

= jM(�1�2)�M(�
(n)
1 �2) +M(�

(n)
1 �2)
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�M(�
(n)
1 �

(n)
2 ) +M(�

(n)
1 �

(n)
2 )�M�1 �M�2j

�M(j�1 � �
(n)
1 jj�2j) +M(j�(n)1 jj�2 � �

(n)
2 j)

+jM�
(n)
1 �M�

(n)
2 �M(�1) �M(�2)j

� 1

n
M(j�2j) + 1

n
M(j�1j) + jM�

(n)
1 �M�

(n)
2 �M(�1) �M(�2)j ! 0 ;

¯°¨ n!1.

c) �°®¨§¢®«¼»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �1 ¨ �2 ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨-

¤¥ ° §®±²¥© �1 = �+1 � ��1 ¨ �2 = �+2 � ��2 ¨µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨

®²°¨¶ ²¥«¼»µ · ±²¥©. � ±¨«³ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ �1 ¨ �2 ¯ °» (�+1 ; �
�

1 )

¨ (�+2 ; �
�

2 ) ² ª¦¥ ¡³¤³² ¥§ ¢¨±¨¬». �±¯®«¼§³¿ ¯³ª² b), ¯®«³· ¥¬

M(�1�2) =M [(�+1 � ��1 )(�
+
2 � ��2 )] =

=M(�+1 �
+
2 � �+1 �

�

2 � ��1 �
+
2 + ��1 �

�

2 ) =

=M(�+1 )M(�+2 )�M(�+1 )M(��2 ) �M(��1 )M(�+2 ) +M(��1 )M(��2 ) =

=M(�+1 � ��1 )M(�+2 � ��2 ) =M�1 �M�2 :

� «¥¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¥° ¢¥±²¢, ª®²®°»¥ ¡³¤³² · ±²®

¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢  ¸¥¬ ª³°±¥.

9. �¥° ¢¥±²¢® � °ª®¢ . �±«¨ � � 0, ²® 8" > 0

P (� � ") � M�

"
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©®¥ ±®¡»²¨¥ A = (� �
") ¨ ¥£® ¨¤¨ª ²®° IA. �¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼ (§ ¤ · !), ·²® ¨¬¥¥²

¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢®:

" � IA(!) � �(!) :

�®£¤ , ¯°¨¬¥¿¿ ±¢®©±²¢  3,5 ¨ 7, ¯®«³· ¥¬

M("IA) = "P (A) �M� :

10. �¥° ¢¥±²¢® �®¸¨ - �³¿ª®¢±ª®£®. �±«¨ �1 ¨ �2 { ±«³-

· ©»¥ ¢¥«¨·¨», ²®

(M(�1�2))
2 �M(�21) �M(�22) ;
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¯°¨·¥¬ § ª ° ¢¥±²¢  ¤®±²¨£ ¥²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 

±³¹¥±²¢³¥² ¥ª®²®° ¿ ª®±² ²  C, ² ª ¿, ·²® �1 = C�2 ¨«¨ �2 =

C�1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ � 2 R1 ¨ ®¡° §³¥¬ ±«³· ©³¾ ¢¥-

«¨·¨³ � = (�1 + ��2)
2. � ª ª ª � � 0, ²®

M� =M(�21) + 2M(�1�2)�+M(�22)�
2 � 0 :

�» ¨¬¥¥¬ ¯®«¨®¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ®² �, ª®²®°»© ¯°¨¨¬ ¥²

²®«¼ª® ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § ·¥¨¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¥£® ¤¨±ª°¨¬¨-

 ² ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¥¯®«®¦¨²¥«¼»¬:

D = (M(�1�2))
2 �M(�21)M(�22) � 0 :

�±«¨ ¢ ¯®±«¥¤¥¬ ¥° ¢¥±²¢¥ ¬» ¨¬¥¥¬ § ª ° ¢¥±²¢ , ². ¥. D =

0, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥ª®²®°®¥ �0 2 R1, ² ª®¥, ·²®

M� =M(�1 + �0�2)
2 = 0 :

�® ²®£¤  (±¬®²°¨ ±¢®©±²¢® 2) ¬» ¨¬¥¥¬

�1 + �0�2 = 0 ¨«¨ �1 = ��0�2 :
11. �¥° ¢¥±²¢® �¥±¥ . �³±²¼ y = g(x) { ¢»¯³ª« ¿ ¢¨§

¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿, � { ¥ª®²®° ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ . �®£¤ 

g(M�) �Mg(�) :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢»¯³ª«®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® 8x0 2
R1 ±³¹¥±²¢³¥² �(x0) 2 R1, ² ª®¥, ·²® 8x 2 R1

g(x) � g(x0) � �(x0)(x � x0):

�» ¯®±²°®¨«¨ ² ª  §»¢ ¥¬³¾ ®¯®°³¾ ¯°¿¬³¾. �®¤±² ¢¨¬ ¢ ½²®

¥° ¢¥±²¢® � ¨ M� ¢¬¥±²® x ¨ x0:

g(�) � g(M�) � �(M�)(� �M�) :

� ±¨«³ ±¢®©±²¢  (5) ¯®«³· ¥¬

Mg(�) � g(M�) � �(M�)(M� �M�) = 0 :
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12. �¥° ¢¥±²¢® �¿¯³®¢ . �±«¨ � { ¥ª®²®° ¿ ±«³· © ¿

¢¥«¨·¨ , 0 < s < t <1, ²®

(M j�js)1=s � (M j�jt)1=t :
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ r = t=s > 1; g(x) = jxjr; � = j�js.

�®£¤  g(x) { ¢»¯³ª« ¿ ¢¨§ ´³ª¶¨¿. � ±¨«³ ¥° ¢¥±²¢  �¥±¥ 

g(M�) = jM j�jsjt=s �M(g(�)) =M(j�js� ts ) =M(j�jt) :
�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬

(M j�js)1=s � (M j�jt)1=t :

1.11 �¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ¨ ¢¥ª-

²®°®¢

� ª ¬» ®²¬¥· «¨ ° ¥¥, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ¯®«®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©. �® ½²  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¿¢-

«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·® ±«®¦®© ¨ ¢ °¥ «¼»µ § ¤ · µ °¥¤ª® ¡»¢ ¥²

¨§¢¥±²  ¤®±²®¢¥°®. �®½²®¬³ ¯»² ¾²±¿ ®¯¨± ²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

± ¯®¬®¹¼¾ ª®¥·®£® ·¨±«  ±° ¢¨²¥«¼® ¯°®±²»µ ·¨±«®¢»µ µ -

° ª²¥°¨±²¨ª. �¤®© ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥. �

½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¢¢®¤¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨.

1.11.1 �®¬¥²»

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �®¬¥²®¬ ¯®°¿¤ª  k ®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨

a ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M(� � a)k :

�±«¨ ·¨±«® a = 0, ²® ¬®¬¥² �k = M(�k)  §»¢ ¥²±¿  · «¼-

»¬.

�±«¨ ·¨±«® a = M�, ²® ¬®¬¥² �k = M(� �M�)k  §»¢ ¥²±¿

¶¥²° «¼»¬.

�¥²° «¼»© ¬®¬¥² ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

�2 = D(�) :=M(� �M�)2
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 §»¢ ¥²±¿ ¤¨±¯¥°±¨¥©. �²  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¡³¤¥² ¨§³· ²¼±¿ ¯®¤-

°®¡¥¥ ¨¦¥.

�¥¦¤³ ¶¥²° «¼»¬¨ ¨  · «¼»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ±³¹¥±²¢³¥²

¯°®±² ¿ ±¢¿§¼:

�k =
kX

m=0

(�1)mCm
k �

m
1 �k�m :

�¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ² ª¦¥  ¡±®«¾²»¥ ¬®¬¥²»:

�k =M(j�jk) :
�°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® § ¤ ¨¥ ¤®±² ²®·®£® ·¨±«  ¬®¬¥²®¢ ®¯°¥-

¤¥«¿¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ³¦®© ±²¥¯¥¼¾ ²®·®±²¨. � ±¢¿§¨ ± ½²®©

¨¤¥¥© ¢ ¦®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

�°®¡«¥¬  ¬®¬¥²®¢. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¥ª®²®°³¾ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¼ ·¨±¥« �0; �1; �2; : : :.

1. �°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ f�kg ¿¢«¿¥²±¿ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ¬®¬¥²®¢ ª ª®©-«¨¡® ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»?

2. �°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¬¥²®¢ f�kg ®¤-

®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥?

�  ¯¥°¢»© ¢®¯°®± ®²¢¥· ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  1 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ·¨±¥« f�kg ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¼¾ ¬®¬¥²®¢ ¥ª®²®°®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  �0 = 1 ¨ ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® N � 1 ¨

«¾¡»µ ª®¬¯«¥ª»µ ·¨±¥« c0; : : : ; cN
NX

m;n=0

�m+ncmcn � 0 ;

².¥. ¬ ²°¨¶  (bmn = �m+n) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©.

�²®°®© ¢®¯°®± ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ±«®¦»¬. �» ¯°¨¢®¤¨¬ ²®«¼ª®

®¤® ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥. �® ¯°¥¦¤¥  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ®¤®

¢±¯®¬®£ ²¥«¼®¥ ¯®¿²¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 . �°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³ª¶¨¥© ¬®¬¥²®¢ ±.¢. �

(¨«¨ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿)  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿

 �(t) =M(et�) :
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�¢®©±²¢  ¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³ª¶¨©.

1.  �(0) = 1.

2. �±«¨ ±.¢. �1 ¨ �2 ¥§ ¢¨±¨¬», ²®

 �1+�2(t) =  �1(t) �  �2(t) :

3. �±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® t0 > 0 ¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³ª¶¨¿ ¬®¬¥²®¢

 (t) ±³¹¥±²¢³¥² ¤«¿ ¢±¥µ t : jtj < t0, ²® 8k � 1

9 d
k

dtk
 (t)

���t=0 =M(�k) :

�²¨ ¨ ¤°³£¨¥ ±¢®©±²¢  ¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³ª¶¨© ¬®¬¥²®¢ ¡³¤³²

¤®ª § » ¯®§¤¥¥.

�°¨¬¥°. �³±²¼ Sn = "1 + : : :+ "n { ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ ±µ¥¬¥ �¥°-

³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p, £¤¥ "1; : : : ; "n { .®.°. ¨ ¨¬¥¾² ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥ �¥°³««¨ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p. �¥²°³¤® ¢»·¨±«¨²¼, ·²®

 "k(t) = et�1p+ et�0(1� p) = 1 + p(et � 1) ;

 (t) =  Sn(t) =
nY

k=1

 "k(t) = [1 + p(et � 1)]n :

�¨´´¥°¥¶¨°³¿, ¯®«³· ¥¬

d

dt
 (t) = n[1 + p(et � 1)]n�1pet ;

d2

dt2
 (t) = n(n� 1)[1 + p(et � 1)]n�2p2e2t + n[1 + p(et � 1)]n�1pet :

�°¨¬¥¿¿ ±¢®©±²¢® 3, ¯®«³· ¥¬

M(Sn) = np; M(S2
n) = n(n� 1)p2 + np :

�¥®°¥¬  2 . �³±²¼ f�ng { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¬¥²®¢ ±.¢. �.

�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² r > 0, ² ª®¥, ·²® °¿¤

1X
n=0

�n

n!
rn

±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²® (·²® ½ª¢¨¢ «¥²® ³±«®¢¨¾  �(r) = M(er�)

<1, ¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¡¥ ¢¥«¨·¨» ±®¢¯ ¤ ¾²), ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

±.¢. � ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬¨ ¬®¬¥² ¬¨.
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�¬»±« ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨  ¬ ³¤ «®±¼ ª ª¨¬-

«¨¡® ®¡° §®¬ ¢»·¨±«¨²¼ ¬®¬¥²» ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ²® ¬» ¬®¦¥¬

³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® ½²® ²® ¨«¨ ¨®¥ ¨§ ¨§¢¥±²»µ  ¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©.

�°¨¬¥°. �³±²¼ � ¨¬¥¥² ±² ¤ °²®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¥. �®£¤ 

 �(r) =M(er�) =
1Z

�1

erx
1p
2�
e�

x
2

2 dx =
1Z

�1

1p
2�
e�

(x�r)2

2 dxe
r
2

2 = e
r
2

2 <1 :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ±¢®¨¬¨ ¬®¬¥² ¬¨.

�³±²¼ ¬» ²¥¯¥°¼ ¨¬¥¥¬ ±«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �d).

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3 . �®¬¥²®¬ ¯®°¿¤ª  k ®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨

a 2 Rd
±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  �  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M [(�1 � a1)
k1 � : : : � (�d � ad)

kd] ;

£¤¥ k1 + : : :+ kd = k.

�±«¨ a1 = : : : = ad = 0, ²® ¬®¬¥²  §»¢ ¥²±¿  · «¼»¬.

�±«¨ a1 = M�1; : : : ; ad = M�d, ²® ¬®¬¥²  §»¢ ¥²±¿ ¶¥²° «¼-

»¬.

� ®²«¨·¨¥ ®² ®¤®¬¥°®£® ±«³· ¿, ²¥¯¥°¼ ¬®£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼

¥±ª®«¼ª® ° §»µ ¬®¬¥²®¢ ®¤®£® ¯®°¿¤ª .

�«¿ k = 1  · «¼»¥ ¬®¬¥²» ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨

®¦¨¤ ¨¿¬¨ ª®®°¤¨ ²: M�1; : : : ;M�d,   ¢±¥ ¶¥²° «¼»¥ ¬®¬¥-

²» ° ¢» ³«¾.

�«¿ k = 2 ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥  · «¼»¥ ¬®¬¥²»:

M(�21); : : : ;M(�2d); M(�i�j) ; i; j = 1; d:

� ¹¥ ¨±¯®«¼§³¾² ¶¥²° «¼»¥ ¬®¬¥²»:

�11 = D(�1) =M [(�1 �M�1)
2]; : : : ; �dd = D(�d) =M [(�d �M�d)

2]

{ ¤¨±¯¥°±¨¨ ¨

�ij = cov(�i; �j) =M [(�i �M�i)(�j �M�j)]
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{ ª®¢ °¨ ¶¨¨ ª®®°¤¨ ² ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  �.

�¡»·® ¢±¥ ¶¥²° «¼»¥ ¬®¬¥²» ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ±®¡¨° ¾² ¢

®¤³ ¬ ²°¨¶³

� = (�ij) ;

ª®²®° ¿  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ ¶¨© ¨«¨ ª®¢ °¨ ¶¨®-

®© ¬ ²°¨¶¥© ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  �.

1.11.2 �¨±¯¥°±¨¿ ¨ ¥¥ ±¢®©±²¢ 

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4 . �¨±¯¥°±¨¥© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿

·¨±«®

D(�) =M [(� �M�)2] :

�±«¨ F (x) { ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±.¢. �, ²®

D(�) =
1Z

�1

(x�M�)2dF (x) :

�«¿ ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

D(�) =
X
n
(xn �M�)2 � pn :

� ±«³· ¥  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ± ¯«®²®±²¼¾

�(x) ¨¬¥¥¬

D(�) =
1Z

�1

(x�M�)2�(x)dx :

�¥°¥·¨±«¨¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¤¨±¯¥°±¨¨.

1. D(�) � 0 , D(�) = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  � = C ¯..

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �.¢. (� �M�)2 � 0. �²±¾¤  ¢ ±¨«³ ±¢®©±²-

¢  4 ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ¯®«³· ¥¬

³¦®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

2. D(� + C) = D(�).

3. D(C�) = C2D(�).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¤¨±¯¥°±¨¨

D(� + C) =M [((� + C)�M(� + C))2] =M [(� + C �M� � C)2] =
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M [(� �M�)2] = D(�) :

�¢®©±²¢® 3 ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·®.

4. D(�) =M(�2)� (M�)2.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¢¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¤¨±¯¥°±¨¨ ¨ ¨±¯®«¼-

§³¿ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©, ¯®«³· ¥¬

D(�) =M [(� �M�)2] =M [�2� 2� �M� + (M�)2] =M(�2)� (M�)2 :

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5 . �.¢. �1 ¨ �2  §»¢ ¾²±¿ ¥ª®°°¥«¨°®¢ »-

¬¨, ¥±«¨

cov(�1; �2) =M [(�1 �M�1)(�2 �M�2)] = 0 :

�¥¬¬  1 . �±«¨ ±.¢. �1 ¨ �2 ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ®¨ ¨ ¥ª®°°¥«¨°®¢ -

».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ �1 ¨ �2 ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨

±.¢. �1 �M�1 ¨ �2 �M�2. �®£¤ 

M [(�1 �M�1)(�2 �M�2)] =M(�1 �M�1) �M(�2 �M�2) =

(M�1 �M�1) �M(�2 �M�2) = 0 :

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥°, ª®²®°»© ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ®¡° ²®¥ ¥¢¥°®.

�³±²¼ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨¬¥¥² ° ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

  [�1; 1]. �®«®¦¨¬ �1 = �, �2 = �2. � ½²®¬ ±«³· ¥ �2 = �21 , ².¥. ½²¨

¢¥«¨·¨» ´³ª¶¨® «¼® ±¢¿§ » ¨ ¯®½²®¬³ § ¢¨±¨¬». �®

cov(�1; �2) =M [(� �M�)(�2 �M(�2))] =M(�3)�M(�)M(�2) = 0 ;

².ª. ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ M(�) =M(�3) = 0.

5. D(�1 + �2) = D(�1) +D(�2) + 2cov(�1; �2) .

�±«¨ �1 ¨ �2 ¥ª®°°¥«¨°®¢ » (¢ · ±²®±²¨, ¥§ ¢¨±¨¬»), ²®

D(�1 + �2) = D(�1) +D(�2) :
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�°¥¤« £ ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ½²® ±¢®©±²¢® ± ¬®±²®¿²¥«¼®.

� ¬¥· ¨¿. 1. D(�) ®¶¥¨¢ ¥² ±²¥¯¥¼ ° ±±¥¨¢ ¨¿ ±.¢. � ®ª®«®

±¢®¥£® "¶¥²° " M�.

2. � ±²® ¯®«¥§® (¢±¯®¬¨¬ ±«³· © ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿)

¯¥°¥©²¨ ª ² ª  §»¢ ¥¬®© ®°¬¨°®¢ ®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨¥

�0 =
� �M�q
D(�)

:

�±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ¨ ¤¨±¯¥°±¨©, «¥£ª®

¯®ª § ²¼ (§ ¤ · !), ·²® M�0 = 0; D(�0) = 1.

3. �¥ª®°°¥«¨°®¢ ®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ®±« ¡«¥»¬ ¢ °¨ ²®¬ ¯®-

¿²¨¿ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ ¥ª®°°¥«¨-

°®¢ ®±²¨ ¡³¤¥² ¤   ¨¦¥.

� § ª«¾·¥¨¥ ½²®£® ° §¤¥«  ¢»¯¨¸¥¬ § ·¥¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª¨µ ®¦¨¤ ¨© ¨ ¤¨±¯¥°±¨© ¤«¿ ±² ¤ °²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©.

1. �»°®¦¤¥®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ²®·ª¥ a.

M� = a; D(�) = 0 :

2. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �¥°³««¨ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p.

M� = p ; D(�) = p(1� p) :

3. �¨®¬¨ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p.

M� = np ; D(�) = np(1� p) :

4. �¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p.

M� =
1� p

p
; D(�) =

1� p

p2
:

5. �²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¡¨®¬¨ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ .

r ¨ p.

M� =
1� p

p
r + (r � 1); D(�) =

1� p

p2
r :
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6. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �³ ±±®  ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �.

M� = �; D(�) = � :

7. � ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥   ®²°¥§ª¥ [a; b].

M� =
b� a

2
; D(�) =

(b� a)2

12
:

8. �®ª § ²¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �.

M� =
1

�
; D(�) =

1

�2
:

9. � ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¨ �.

M� =
�

�
; D(�) =

�

�2
:

10. �®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¨ �2.

M� = a ; D(�) = �2 :

�²¨ °¥§³«¼² ²» ¡³¤³² ¯®«³·¥»   ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¿²¨¿µ.

1.11.3 �®½´´¨¶¨¥² ª®°°¥«¿¶¨¨ ¨ ¥£® ±¢®©±²¢ 

�»¸¥ ¬» ³¦¥ ®²¬¥· «¨, ·²® ¥ª®°°¥«¨°®¢ ®±²¼, ².¥. ° ¢¥-

±²¢® ³«¾ ª®¢ °¨ ¶¨¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ¿¢«¿¥²±¿ ®±« ¡«¥»¬

¢ °¨ ²®¬ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨. �²³¨²¨¢® ¯®¿²®, ·²® ¥±«¨ ¨§¬¥-

¨²¼ ¥¤¨¨¶³ ¨§¬¥°¥¨¿ ¨  · «® ®²±·¥² , ²® ±²¥¯¥¼ § ¢¨±¨¬®±-

²¨ ¬¥¦¤³ ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨ ¥ ¤®«¦  ¨§¬¥¨²¼±¿. � ª¨¬

®¡° §®¬, ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¨«» ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨

¥±²¥±²¢¥® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥ª®²®°»© ª®½´´¨¶¨¥², ª®²®°»© ¡»«

¡» ¯°®¯®°¶¨® «¥ ª®¢ °¨ ¶¨¨, ® ¥ ¬¥¿«±¿ ¡» ¯°¨ «¨¥©»µ

¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6 . �®½´´¨¶¨¥²®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨ ±«³· ©»µ ¢¥-

«¨·¨ �1 ¨ �2  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

�(�1; �2) =
cov(�1; �2)q
D(�1)D(�2)

:
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�²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨¬¥¥² ±¬»±«, ¥±«¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �1 ¨

�2 ¥¢»°®¦¤¥». �±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ª®½´´¨¶¨¥²  ª®°°¥«¿¶¨¨ ±®-

¡° » ¢ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥.

�¥®°¥¬  3 . �³±²¼ �1 ¨ �2 { ¥¢»°®¦¤¥»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨».

�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :

1. j�(�1; �2)j � 1.

2. �±«¨ �1 ¨ �2 ¥ª®°°¥«¨°®¢ », ²® �(�1; �2) = 0.

3. �³±²¼ �1 = a1�1 + b1, �2 = a2�2 + b2, a1 � a2 6= 0. �®£¤ 

�(�1; �2) = �(�1; �2) � sign(a1a2) :
4. �±«¨ �(�1; �2) = 1, ²® ±³¹¥±²¢³¾² a > 0; b 2 R1

, ² ª¨¥, ·²®

�1 = a�2 + b.

�±«¨ �(�1; �2) = �1, ²® ±³¹¥±²¢³¾² a < 0; b 2 R1
, ² ª¨¥, ·²®

�1 = a�2 + b.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ·¥¬ ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢  3. �§ ®¯°¥-

¤¥«¥¨¿ ±.¢. �1 ¨ �2, ¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©

¨ ¤¨±¯¥°±¨©, «¥£ª® ¯®«³· ¥¬

M�1 = a1M�1 + b1 ; M�2 = a2M�2 + b2 ; D(�1) = a21D(�1) ;

D(�2) = a22D(�2) ; cov(�1; �2) = a1a2cov(�1; �2) :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

�(�1; �2) :=
cov(�1; �2)q
D(�1)D(�2)

=

a1a2cov(�1; �2)

ja1a2j
q
D(�1)D(�2)

= �(�1; �2) � sign(a1a2) :

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢  1 ¢¢¥¤¥¬ ±.¢.

�1 =
�1 �M�1q
D(�1)

; �2 =
�2 �M�2q
D(�2)

:

� ±¨«³ ±¢®©±²¢  3 ¯®«³· ¥¬

j�(�1; �2)j2 = j�(�1; �2)j2 = jM(�1 � �2)j2 �
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M(�21) �M(�22) = D(�1)D(�2) = 1 :

�  ¯®±«¥¤¥¬ ¸ £¥ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ¥° ¢¥±²¢® �®¸¨ { �³¿-

ª®¢±ª®£® ¨ § ¬¥· ¨¥ 2 ® ®°¬¨°®¢ ®© ±.¢.

�¢®©±²¢® 2 ¥±²¼ ²°¨¢¨ «¼®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨© ¥ª®°-

°¥«¨°®¢ ®±²¨ ¨ ª®½´´¨¶¨¥²  ª®°°¥«¿¶¨¨.

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢  4 ¢®¢¼ ¢¢¥¤¥¬ ®°¬¨°®¢ »¥

±.¢. �1 ¨ �2. � ¥° ¢¥±²¢¥ �®¸¨ { �³¿ª®¢±ª®£® ¤®±²¨£ ¥²±¿ § ª

° ¢¥±²¢  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®±² -

²  c, ·²® �1 = c�2. �®§¢° ¹ ¿±¼ ª ¨±µ®¤»¬ ¢¥«¨·¨ ¬ �1 ¨ �2, ¬»

¯®«³· ¥¬ �1 = a�2 + b, £¤¥

a = c

vuuutD(�1)
D(�2

¨ b =M�2 � c

vuuutD(�1)
D(�2

M�1 :

�±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢® 3, «¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® a > 0 ¤«¿ � = 1 ¨ a < 0

¤«¿ � = �1.
� ¬¥· ¨¿. 1. � ª ¬» ³¢¨¤¨¬ ¯®§¤¥¥, ª®½´´¨¶¨¥² ª®°°¥«¿-

¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®© «¨¥©®© ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨-

 ¬¨.

2. �  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¿²¨¿µ ¡³¤¥² ¯®ª § ®, ·²® ¤«¿ ±.¢. �1 ¨ �2,

ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ¤¢³¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¯ ° ¬¥²° �

° ¢¥ ª®½´´¨¶¨¥²³ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¤«¿ ½²¨µ ¢¥«¨·¨.

1.11.4 � ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¨ ´®°¬» ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿

� °¥ «¼»µ § ¤ · µ ¡»¢ ¥² ¯®«¥§® ° §¬¥²¨²¼ ¯°¿¬³¾ ²®·ª -

¬¨, ª®²®°»¥ ¤¥«¿² ¥¥   ¥±ª®«¼ª® ®²°¥§ª®¢, ¢¥°®¿²®±²¨ ¯®¯ ¤ -

¨¿ ¢ ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ®¯°¥¤¥«¥»¥ § ·¥¨¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7 . �¢ ²¨«¼¾ ¯®°¿¤ª  p, 0 < p < 1, ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨» � (¨«¨ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿)  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® xp 2 R1
:

P (� � xp) � p ; P (� � xp) � 1� p :

� ¬¥· ¨¥. �±«¨ P (� = x) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ x, ²®

P (� < xp) = F�(xp) = p :
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�°¨¬¥°». 1. �¥«¨·¨» x1=4; x1=2; x3=4  §»¢ ¾²±¿ ª¢ °²¨«¿-

¬¨. �¨±«® x1=2  §»¢ ¥²±¿ ¬¥¤¨ ®©. �® ®¯°¥¤¥«¿¥² "¶¥²°"

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. � §®±²¼ x3=4� x1=4  §»¢ ¥²±¿ ±¥¬¨¨²¥°ª¢ °-
²¨«¼®© ¸¨°®²®©. �  µ ° ª²¥°¨§³¥² ±²¥¯¥¼ ° ±±¥¨¢ ¨¿ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿ ®ª®«® ¶¥²° .

2. �¨±«  x0;1; x0;2; : : : ; x0;9  §»¢ ¾²±¿ ¤¥¶¨«¿¬¨.

3. � ¨¡®«¥¥ · ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿   ¯° ª²¨ª¥ ¯°®¶¥²¨«¨, ².¥.

¢¥«¨·¨» ¢¨¤  x0;01; : : : ; x0;99.

� ±²® µ®²¥«®±¼ ¡» § ²¼, ª ª¨¥ § ·¥¨¿ ¡®«¥¥ ¢¥°®¿²»,   ª -

ª¨¥ ¬¥¥¥. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥§»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®¿²¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8 . �®¤®© ¤¨±ª°¥²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

(X; fpng) (x1 < x2 < : : :)  §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥ § ·¥¨¥ xn, ·²®

pn � pn�1, pn � pn+1.

�®¤®©  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿  §»¢ -

¥²±¿ «¾¡ ¿ ²®·ª  ¬ ª±¨¬³¬  ¯«®²®±²¨ ��(x).

� ±¯°¥¤¥«¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ³¨¬®¤ «¼»¬, ¥±«¨ ®® ¨¬¥¥²

®¤³ ¬®¤³, ¨ ¯®«¨¬®¤ «¼»¬ { ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

�°¨¬¥°». 1. �®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a ¨ �2

¿¢«¿¥²±¿ ³¨¬®¤ «¼»¬, ¬®¤  ª®²®°®£® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ ¨ ° ¢  a.

2. �¨®¬¨ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p ¿¢«¿¥²±¿

³¨¬®¤ «¼»¬, ¥±«¨ ·¨±«® np { ¤°®¡®¥, ¨ ¡¨¬®¤ «¼»¬, ¥±«¨

½²® ·¨±«® { ¶¥«®¥ (±¬®²°¨ ¢»¸¥).

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9 . �®½´´¨¶¨¥²®¬  ±¨¬¬¥²°¨¨  §»¢ ¥²±¿ ·¨±-

«®

M(� �M�)3

�3
;

£¤¥ �2 = D(�).

�®½´´¨¶¨¥²®¬ ½ª±¶¥±±   §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

M(� �M�)4

�4
� 3 :
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�²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¤«¿ £°³¡®£® ±° ¢¥¨¿ ¤ -

®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ± ®°¬ «¼»¬, ¤«¿ ª®²®°®£® ®¡  ª®½´´¨¶¨-

¥²  ° ¢» ³«¾. �±¨¬¬¥²°¨¿ ¨§¬¥°¿¥² ¢¥«¨·¨³ "±ª®¸¥®±-

²¨" ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢ ²³ ¨«¨ ¨³¾ ±²®°®³. �ª±¶¥±± ¨§¬¥°¿¥² ±²¥-

¯¥¼ "®±²°®¢¥°¸¨®±²¨" ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �±«¨ ½ª±¶¥±± ¯®«®¦¨-

²¥«¼»©, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ¯«®±ª¨¬ (° §¬ § »¬)

¯® ±° ¢¥¨¾ ± ®°¬ «¼»¬, ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ®® ¿¢«¿¥²±¿ ¡®-

«¥¥ ®±²°®¢¥°¸¨»¬.

1.12 �¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ±²¢® ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¢»¤¥«¨¬ ¥ª®²®°®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨ ¨ ¯®ª ¦¥¬, ª ª ¢ ¥¬ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ £¥®¬¥²°¨-

·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³.

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® L2, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �,

² ª¨µ, ·²® M(j�j2) < 1. �±¯®«¼§³¿ ¥° ¢¥±²¢® �®¸¨ - �³¿ª®¢-

±ª®£®, ¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²® L2 { ½²® «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® (§ -

¤ · !). �«¿ ª ¦¤®© ¯ °» �; � 2 L2 ®¯°¥¤¥«¨¬ ·¨±«®

(�; �) :=M(� � �) :
�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ � ±®¢¯ ¤ ¾² ¯®·-

²¨  ¢¥°®¥ (¯..), ¥±«¨ P (� 6= �) = 0. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¥

¡³¤¥¬ ° §«¨· ²¼ ² ª¨¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¨ ®¡º¥¤¨¨¬ ¨µ ¢

®¤¨ ª« ±±. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ L2 ª ª ±®¢®ª³¯-

®±²¼ ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.

� ¤ · . �¢¥¤¥»© ¢»¸¥ ´³ª¶¨® « ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨:

a) (�; �) � 0; (�; �) = 0, � = 0 ¯..,

b) 8�; � 2 L2; (�; �) = (�; �) ,

c) 8�1; �2; � 2 L2; c1; c2 2 R1 (c1�1+ c2�2; �) = c1(�1; �) + c2(�2; �) .

�³ª¶¨® «, ª®²®°»© ¯°¨¯¨±»¢ ¥² ª ¦¤®© ¯ °¥ ½«¥¬¥²®¢ ¨§

«¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ² ª, ·²® ¢»¯®«¥» ±¢®©-

±²¢  a) - c),  §»¢ ¥²±¿ ±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬. �±¯®«¼§³¿

±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®°¬³ ¯°®¨§¢®«¼®£®
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½«¥¬¥²  � 2 L2:

k�k :=
q
(�; �) = (M(j�j2))1=2 :

�®°¬  ½«¥¬¥²  � ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥£® ¤«¨³. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±.¢. f�ng ±µ®¤¨²±¿ ¢ ±°¥¤¥¬ ª¢ ¤° ²¨·¥±-

ª®¬ (±.ª.) ª ±.¢. �, ¥±«¨

k�n � �k2 =M(j�n � �j2)! 0; n!1 :

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ �n
±:ª:! �. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°®-

±²° ±²¢® L2 ¯®«® ®²®±¨²¥«¼® ² ª®© ±µ®¤¨¬®±²¨, ².¥. ¢±¿ª ¿

´³¤ ¬¥² «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢ L2 ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«. �¨¥©-

®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¥® ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥

¨ ª®²®°®¥ ¯®«® ®²®±¨²¥«¼® ¯®°®¦¤¥®© ½²¨¬ ±ª «¿°»¬ ¯°®-

¨§¢¥¤¥¨¥¬ ±µ®¤¨¬®±²¨,  §»¢ ¥²±¿ £¨«¼¡¥°²®¢»¬ ¯°®±²° -

±²¢®¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®ª § «¨, ·²® L2 { £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®-

±²° ±²¢®.

�»¸¥ ¬» ®²¬¥· «¨, ·²® ®°¬  ¢¥ª²®°  ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥£® ¤«¨³.

�® ¢ £¥®¬¥²°¨¨  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¨§¬¥°¿²¼ ¥ ²®«¼ª® ¤«¨», ® ¨

³£«». �±¯®«¼§³¿   «®£¨¾ ± ¯®¿²¨¥¬ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢

¯« ¨¬¥²°¨¨, ®¯°¥¤¥«¨¬ ª®±¨³± ³£«  � ¬¥¦¤³ ½«¥¬¥² ¬¨ �; � 2
L2 ¯® ¯° ¢¨«³

cos� =
M(��)q

M j�j2 �M j�j2 =
(�; �)

k�k � k�k :

� §®¢¥¬ � ¨ � ®°²®£® «¼»¬¨, ¥±«¨ (�; �) =M(��) = 0.

� ¬¥· ¨¥. �³±²¼ M� = M� = 0. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾-

¹¥¥:

1) M(��) = cov(�; �) = 0, ².¥. ¯®¿²¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨ ±®¢¯ ¤ -

¥² ± ¯®¿²¨¥¬ ¥ª®°°¥«¨°®¢ ®±²¨;

2) cos� = �(�; �), ².¥. ª®±¨³± ³£«  ¬¥¦¤³ ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨-

 ¬¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨.

�±¯®«¼§³¿ ¢¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ¯®¿²¨¿, ¬» °¥¸¨¬ ®·¥¼ ¢ ¦³¾

± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ § ¤ ·³. �³±²¼ L � L2 { ¥ª®²®°®¥
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«¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ª®²®°®¥ § ¬ª³²® ®²®±¨²¥«¼® ±µ®-

¤¨¬®±²¨ ¢ ±°¥¤¥¬ ª¢ ¤° ²¨·¥±ª®¬,   � { ¯°®¨§¢®«¼»© ½«¥¬¥²

¨§ L2.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �̂ 2 L2  §»¢ ¥²±¿  ¨-

«³·¸¨¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬ ±.¢. � ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ L, ¥±«¨
1) �̂ 2 L ,

2) k� � �̂k2 =M j� � �̂j2 �M j� � �j2 = k� � �k2 ; 8� 2 L :

�¥¬¬  ® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥. �.¢. �̂ ¿¢«¿¥²±¿  ¨«³·¸¨¬ ¯°¨-

¡«¨¦¥¨¥¬ ±.¢. � ¢ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ L ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-

¤ , ª®£¤ 

1) �̂ 2 L ,

2) (� � �̂; �) =M [(� � �̂)�] = 0; 8� 2 L .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¢»¯®«¥® ±¢®©±²¢® 2 ¨ � 2 L. �®£¤ 
k� � �k2 =M j� � �j2 =M j(� � �̂) + (�̂ � �)j2 =
=M j� � �̂j2 +M j�̂ � �j2 +M [(� � �̂)(�̂ � �)] =

=M j� � �̂j2 +M j�̂ � �j2 + 0 �M j� � �̂j2 :
�¤¥±¼ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ²®² ´ ª², ·²® �̂ � � 2 L.

�¡° ²®, ¯³±²¼ ¬» § ¥¬, ·²® �̂ {  ¨«³·¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤«¿ �

¢ L. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ � 2 L ¨ � 2 R1. � ±¨«³ ®¯²¨¬ «¼®±²¨

�̂ ¯®«³· ¥¬

M j� � �̂j2 �M j� � �̂ + ��j2 =
M j� � �̂j2 + 2M [(� � �̂)�] � �+M j�j2 � �2 :

�®±«¥¤¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¥±²¼ ¯®«¨®¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ®² �, ³ ª®-

²®°®£® ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ �2 ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨ ª®²®°»© ¯°¨¨¬ -

¥² ¬¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ ¯°¨ � = 0. �§ ª³°±  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®-

£®   «¨§  ¬» § ¥¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ �, ².¥.

M [(� � �̂)�], ° ¢¥ ³«¾. � ½²® ¨ ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ 2.

� ¤¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¯®«³·¥®¬³ °¥§³«¼² -

²³. �¢®©±²¢® 2 ®§ · ¥², ·²® �� �̂ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¬ ª

¯®¤¯°®±²° ±²¢³ L (½ª¢¨¢ «¥²®: �̂ { ¯°®¥ª¶¨¿ �   L).
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�®£¤  ±.¢. �̂  §»¢ ¾² ³±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ -

¨¥¬ ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥ ±.¢. � ®²®±¨²¥«¼® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ 

L. �¬»±« ² ª®£®  §¢ ¨¿ ¬» ®¡º¿±¨¬ ¯®§¤¥¥.

� ±±¬®²°¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ ±¨²³ ¶¨¾. �³±²¼ L = �0 +

L0, £¤¥ �0 2 L2 { ´¨ª±¨°®¢ »© ½«¥¬¥²,   L0 { § ¬ª³²®¥ «¨¥©-

®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ L2. �±«¨ �0 6= 0, ²® L ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©-

»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¨  §»¢ ¥²±¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾. �³±²¼ ¤ -

«¥¥, � 2 L2 { ¥ª®²®° ¿ ±.¢. �¯°¥¤¥«¥¨¥  ¨«³·¸¥£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿

�̂ ¤«¿ ±.¢. � ¢ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨ L ¤®±«®¢® ¯®¢²®°¿¥² ®¯°¥¤¥«¥¨¥

1. �¥²°³¤® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

� ¤ · . �̂ ¿¢«¿¥²±¿  ¨«³·¸¨¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬ ¤«¿ � ¢ £¨¯¥°-

¯«®±ª®±²¨ L, ¥±«¨
1) �̂ 2 L ,

2) (� � �̂; � � �̂) =M [(� � �̂; � � �̂)] = 0 ; 8� 2 L .

�°¨¬¥¨¬ ½²¨ °¥§³«¼² ²» ª ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥. �³±²¼ �; � 2 L2

{ ¤¢¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨». �¥®¡µ®¤¨¬®  ©²¨  ¨«³·¸¥¥ «¨¥©-

®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ±.¢. � ± ¯®¬®¹¼¾ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �. � ½²®¬

±«³· ¥ L = fc1 + c2� ; c1; c2 2 R1g. �²® ¤¢³¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤-

¯°®±²° ±²¢® ¢ L2, ¡ §¨±®¬ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿ ±.¢. �1 = 1 ¨ �2 = �.

� ¨«³·¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤®«¦® ¨¬¥²¼ ¢¨¤ �̂ = ĉ1 + ĉ2�, ².¥. ¬»

¤®«¦»  ©²¨ ĉ1 ¨ ĉ2. �® «¥¬¬¥ ® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ (� � �̂; �) =

0; 8� 2 L. � · ±²®±²¨,

(� � �̂; �1) =M [(� � �̂) � 1] =M� � ĉ1 � ĉ2M� = 0 ;

(� � �̂; �2) =M [(� � �̂) � �] =M(��) � ĉ1M� � ĉ2M(�2) = 0 :

�¥¸ ¿ ½²¨ ³° ¢¥¨¿ ®²®±¨²¥«¼® ĉ1 ¨ ĉ2, ¯®«³·¨¬:

ĉ2 =
cov(�; �)

D(�)
= �(�; �) � ��

��
;

ĉ1 =M� � �(�; �) � ��
��
�M� ;

£¤¥ �2� = D(�), �2� = D(�). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬

�̂ =M� + �(�; �) � ��
��
� (� �M�) :
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1.13 �±«®¢»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ³±«®¢»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª¨¥ ®¦¨¤ ¨¿

�® ¬®£¨µ ¯°¨ª« ¤»µ § ¤ · µ ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ± ² ª®© ±¨²³-

 ¶¨¥©, ª®£¤  · ±²¼ ª®¬¯®¥² ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  ´¨ª±¨°®¢  

¨ ¥®¡µ®¤¨¬®  ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ®±² «¼»µ ª®¬¯®¥². � ¯°¨-

¬¥°, ¬» ´¨ª±¨°³¥¬ ¶¥³ ¥ª®²®°®£® ²®¢ °  ¨ ¨²¥°¥±³¥¬±¿ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¢¥«¨·¨» ±¯°®±    ½²®² ²®¢ ° ¯°¨ § ¤ ®© ¶¥¥.

�²® ¯°¨¢®¤¨²  ± ª ¯®¿²¨¾ ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �¡¹ ¿ ²¥-

®°¨¿ ³±«®¢»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¨ ³±«®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨-

¤ ¨© ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ ±«®¦»µ ²¥¬ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²-

®±²¥©. �®½²®¬³ ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ ¤¢³µ · ±²»µ,

®  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»µ ± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ±«³· ¥¢.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¨±ª°¥²»© ±«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �m;

�m+1; : : : ; �m+n): �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ´¨ª±¨°®¢ «¨ § ·¥¨¿ ¯¥°-

¢»µ m ª®®°¤¨ ². �®£¤  ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®±«¥¤¨µ n ª®-

®°¤¨ ² ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

P (xm+1; : : : ; xm+njx1; : : : ; xm) =
P (�1 = x1; : : : ; �m = xm; �m+1 = xm+1; : : : ; �m+n = xm+n)

P (�1 = x1; : : : ; �m = xm)
: (13.1)

�®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ³±«®¢»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ¢ (1) ( ª ª ´³ª-

¶¨¨ ®² xm+1; : : : ; xm+n ) ®¡« ¤ ¾² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¤¨±ª°¥²®£®

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥  §»¢ ¾² ³±«®¢»¬ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥¬ �m+1; : : : ; �m+n ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® �1 = x1; : : : ; �m = xm:

�±®, ·²®, ¬¥¿¿ ³±«®¢¨¿ x1; : : : ; xm ¬» ¯®«³·¨¬ ° §»¥ ³±«®¢»¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.

�°¨¬¥°. �¨±ª°¥²»© ±«³· ©»© ¢¥ª²®° (�1; �2) ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾-

¹¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥:

�1n�2 - 1 0 1

0 0.1 0.3 0.1

1 0.2 0.2 0.1

� ©²¨ ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �2 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �1 = 1. �¥°®¿²®±²¼

²®£®, ·²® �1 = 1, ° ¢  0:2 + 0:2 + 0:1 = 0:5. �®£¤  ¯® ´®°¬³«¥ (1)
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 µ®¤¨¬, ·²® ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �2 § ¤ ¥²±¿ ² ¡«¨¶¥©

- 1 0 1

0.4 0.4 0.2

�»¯¨¸¥¬ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �«¿ ³¯°®-

¹¥¨¿ ®¡®§ ·¥¨© ®£° ¨·¨¬±¿ ¤¢³¬¥°»¬ ±«³· ¥¬.

1) P (�2 = yj�1 = x) � 0 .

2)
P
y
P (�2 = yj�1 = x) = 1 .

3) P (�1 = x; �2 = y) = P (�1 = x)P (�2 = yj�1 = x) .

4) P (�2 2 B) = P
x
P (�2 2 Bj�1 = x)P (�1 = x) .
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� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ¡¥§³±«®¢»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©, ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼

¯®¿²¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿. �³±²¼ � = (�1; : : : ; �m; �m+1) �
¤¨±ª°¥²»© ±«³· ©»© ¢¥ª²®°. �±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥

®¦¨¤ ¨¥ ±.¢. �m+1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® �1 = x1; : : : ; �m = xm, ¥±²¼

·¨±«®

M(�m+1j�1 = x1; : : : ; �m = xm) =X
y
yP (�m+1 = yj�1 = x1; : : : ; �m = xm) : (13.2)

�±®, ·²® ¯°¨ ° §«¨·»µ ³±«®¢¨¿µ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ° §»¥

³±«®¢»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ¨¿, ².¥. ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ �m+1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �1 = x1; : : : ; �m = xm ¥±²¼ ¥ª®²®-

° ¿ ´³ª¶¨¿ g(x1; : : : ; xm). �®£¤   ¬ ¡³¤¥² ³¤®¡® ¯®¤±² ¢«¿²¼

¢ ½²³ ´³ª¶¨¾ ± ¬¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �1; : : : ; �m ¨ ° ±±¬ ²°¨-

¢ ²¼ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ª ª ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨-

³. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§ ·¥¨¥M(�m+1j�1; : : : ; �m).
�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®±«¥¤¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¯°®±²® ° ¢® g(�1; : : : ; �m).

�³ª¶¨¿ y = g(x1; : : : ; xm)  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© °¥£°¥±±¨¨ ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» �m+1   ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �1; : : : ; �m. �±«®¢®¥

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥, ª ª ´³ª¶¨¿ ®² �m+1, ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨ ®¡»·®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿. �®, ª°®¬¥ ²®£®,

±¯° ¢¥¤«¨¢ ±«¥¤³¾¹¨©   «®£ ´®°¬³«» ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨:

M(�m+1) =M [M(�m+1j�1; : : : ; �m)] : (13.3)

�²®² °¥§³«¼² ²  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© ¯®«®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª®£® ®¦¨¤ ¨¿.

� ¤ · . �®ª § ²¼ ´®°¬³«³ (3).

� ª ·¥±²¢¥ § ¤ ·¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ 

³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿:

1) M('(�)j�) = '(�) .

2) M('(�1)�2j�1) = '(�1)M(�2j�1) .
3) �±«¨ �1 ¨ �2 { ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ¤«¿ «¾¡®© ¡®°¥«¥¢±ª®© ´³ª¶¨¨

y =  (x1; x2)

M [ (�1; �2)j�1 = x] =M [ (x; �2)] :
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� · ±²®±²¨,

M(�2j�1) =M(�2) :

� ¬¥· ¨¿. 1. �®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¨ ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ § ¤ ·³:  ©-

²¨ ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  (�1; �2) ¯°¨ ¥ª®-

²®°®¬ ³±«®¢¨¨   ®¡¥ ª®®°¤¨ ²». � ¯°¨¬¥°, ¢ ª ·¥±²¢¥ ² ª®£®

³±«®¢¨¿ ¬®¦® ¢§¿²¼ '(�1; �2) = y ¨«¨ '(�1; �2) > y. �±«¨ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥ (�1; �2) § ¤ ® ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶», ²® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡»  ©²¨

³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ (�1; �2) ¯°¨ ¥ª®²®°®¬ ³±«®¢¨¨, ³¦® ¢»-

¡° ²¼ ²¥ ª«¥²ª¨ ² ¡«¨¶», £¤¥ ½²® ³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¥®, ¨ ° §¤¥«¨²¼

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥°®¿²®±²¨   ±³¬¬³ ¢±¥µ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢ ½²¨µ

ª«¥²ª µ,   ¢ ®±² «¼»µ ª«¥²ª µ ³¦® ¯®±² ¢¨²¼ ³«¨.

2. � ¯°¨ª« ¤»µ § ¤ · µ · ±²® ¢ · «¥ § ¤ » ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥ ¨ ¢¥°®¿²®±²¨ ³±«®¢¨©. �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ ¯®«®©

¢¥°®¿²®±²¨, ¬®¦®  ©²¨ ¨ ¡¥§³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �m; �m+1; : : : ; �m+n) =

(�0; �00) ¨¬¥¥²  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯«®²®±²¼¾

��(x1; : : : ; xm; xm+1; : : : ; xm+n). �®   «®£¨¨ ± ´®°¬³«®© (1) ®¯°¥¤¥-

«¨¬ ³±«®¢³¾ ¯«®²®±²¼ ¯®¤¢¥ª²®°  (�m+1; : : : ; �m+n) ¯°¨ ³±«®¢¨¨

�1 = x1; : : : ; �m = xm ¯® ´®°¬³«¥

��00j�0(xm+1; : : : ; xm+njx1; : : : ; xm) =
��(x1; : : : ; xm; xm+1; : : : ; xm+n)

��0(x1; : : : ; xm)
: (13.4)

�°¨ ² ª®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ³±«®¢®© ¯«®²®±²¨ ¥±²¥±²¢¥® ®¯°¥¤¥-

«¨²¼ ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯® ´®°¬³«¥

P�00j�0(Bjx1; : : : ; xm) =Z
B

��00j�0(xm+1; : : : ; xm+njx1; : : : ; xm)dxm+1 : : : dxm+n ; (13.5)

£¤¥ B { ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ Rn. � · ±²®±²¨, ¬» ¬®¦¥¬

®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢³¾ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

F�00j�0(xm+1; : : : ; xm+njx1; : : : ; xm) =
P (�m+1 < xm+1; : : : ; �m+n < xm+njx1; : : : ; xm) : (13.6)

33



�¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :

1) ��00j�0(x
00jx0) � 0 ,

2)
R
Rn

��00j�0(x
00jx0)dx00 = 1 ,

3) ��(x
0; x00) = ��0(x

0)��00j�0(x
00jx0) ,

4) ��00(x
00) =

R
Rm

��0(x
0)��00j�0(x

00jx0)dx0 { ´®°¬³«  ¯®«®© ¢¥°®¿²®±-
²¨ ¤«¿ ¯«®²®±²¥©.

�.ª. ³±«®¢ ¿ ¯«®²®±²¼ ��00j�0(x
00jx0) § ¢¨±¨² ®² x0, ²® ¢±¥ ¢»·¨±-

«¥»¥ ¯® ¥© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¡³¤³² ´³ª¶¨¿¬¨ ®² x0. � · ±²®±-

²¨, ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ -

¨¥ �m+1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �0 = x0:

M [�m+1j�0 = x0] :=
1Z

�1

y��m+1j�0(yjx0)dy = g(x0) : (13.7)

�³ª¶¨¿ y = g(x0)  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© °¥£°¥±±¨¨ ±.¢. �m+1

  ±«³· ©»© ¢¥ª²®° �0. �±«¨ ¢ ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ±¤¥« ²¼ ³±«®¢¨¥

±«³· ©»¬, ².¥. ° ±±¬®²°¥²¼ g(�0), ²® ¬» ¯®«³·¨¬ ®¢³¾ ±«³· ©-

³¾ ¢¥«¨·¨³, ª®²®°³¾ ¢®¢¼ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ³±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ �m+1 ®²®±¨²¥«¼® ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  �0 ¨

¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ¥£® ®¡®§ ·¥¨¥ M [�m+1j�1; : : : ; �m]. �® ®¡« -

¤ ¥² ¢±¥¬¨ ®¡»·»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¯®

 °£³¬¥²³ �m+1. �®, ª°®¬¥ ²®£®, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²-

¢ , ª®²®°»¥ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼®.

� ¤ · . 1) M ['(�0)j�0] = '(�0) .

2) M [�m+1'(�
0)j�0] = '(�0)M [�m+1j�0] .

3) M(�m+1) = MfM [�m+1j�0]g { ´®°¬³«  ¯®«®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±-

ª®£® ®¦¨¤ ¨¿.

4) �±«¨ �m+1 ¨ �
0 { ¥§ ¢¨±¨¬», ²®

M [ (�0; �m+1)j�0 = x0] =M [ (x0; �m+1)] ;

¢ · ±²®±²¨,

M [�m+1j�0] =M(�m+1) :

�¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ° ±±¬®²°¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ ±¨²³-

 ¶¨¾, ª®²®° ¿ ¨««¾±²°¨°³¥² ±¬»±« ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®
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®¦¨¤ ¨¿ ¨ ´®°¬³«³ ¯®«®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿. �«¿ ¯°®±-

²®²» ° ±±¬®²°¨¬ ²®«¼ª® ¤¢³¬¥°»© ±«³· ©. �³±²¼ (�1; �2) { ¤¢³-

¬¥°»© ±«³· ©»© ¢¥ª²®° ¨ �1 =  1(�1; �2) { ¥ª®²®° ¿ ¡®°¥«¥¢-

±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ®² ½²®£® ±«³· ©®£® ¢¥ª²®° . �²® ®¢ ¿ ±«³· © ¿

¢¥«¨·¨ . �° ¢¥¨¥ y =  1(x1; x2) ¢»¤¥«¿¥² ¥ª®²®°³¾ «¨¨¾

³°®¢¿ ½²®© ´³ª¶¨¨. �±¿ ¯«®±ª®±²¼ ¡³¤¥² ° §¡¨²    ² ª¨¥ «¨-

¨¨. � ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤³ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ �2 =  2(�1; �2). �

±¨«³ ´®°¬³«» ¯®«®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¬» ¨¬¥¥¬

M�2 =M [ 2(�1; �2)] =MfM [ 2(�1; �2)j 1(�1; �2)]g :
�¬»±« ½²®£® °¥§³«¼² ²  ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � · «  ¬»  µ®-

¤¨¬ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¢¤®«¼ ª ¦¤®© «¨¨¨,  

§ ²¥¬ ³±°¥¤¿¥¬ ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¯® ¢±¥¬ «¨¨¿¬. � ±²-

»© ±«³· © ½²®£® °¥§³«¼² ²  ¨§¢¥±²¥ ¨§ ª³°±  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®

  «¨§  { ½²® ¨§¢¥±² ¿ ´®°¬³«  �³¡¨¨ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª° ²»µ

¨²¥£° «®¢.

�±¯®«¼§³¿ ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢ , ¬®¦® ¤®ª § ²¼

±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®«¥§»¥ ¤«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¯°¨¬¥¥¨© °¥§³«¼² ²».

� ¤ · . �³±²¼ (�1; �2) { ±«³· ©»© ¢¥ª²®°. �®£¤ 

1) M(�2) =M [M(�2j�1)] ;
2) D(�2) =M [D(�2j�1)] +D[M(�2j�1)] .
� ¹¥ ¢±¥£® ½²®² °¥§³«¼² ² ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ª ±«³· ©»¬ ±³¬¬ ¬,

 ¯°¨¬¥° ¢ ²¥®°¨¨ ±²° µ®¢ ¨¿. �³±²¼ X1; X2; : : : { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ±.¢.,   N { ¥§ -

¢¨±¨¬ ¿ ®² ¨µ ±.¢., ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ¶¥«»¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § -

·¥¨¿. �®£¤  ¢¥«¨·¨  SN = X1 + � � � + XN (S0 = 0)  §»¢ ¥²±¿

±«³· ©®© ±³¬¬®©. �±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤»¤³¹³¾ § ¤ ·³, ¬®¦® ¤®ª -

§ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥.

� ¤ · . 1) M(SN ) =M(X1) �M(N) .

2) D(SN ) = D(X1) �M(N) + (M(X1))
2 �D(N) .

� § ª«¾·¥¨¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ®¤® ½ª±²°¥¬ «¼®¥ ±¢®©±²¢® ´³ª-

¶¨¨ °¥£°¥±±¨¨, ª®²®°®¥ ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®©

±² ²¨±²¨ª¥. � ª ·¥±²¢¥ ° §¬¨ª¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ °¥¸¨²¼ ±«¥¤³¾-

¹³¾ § ¤ ·³.
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� ¤ · . �³±²¼ � { ±.¢. ± ª®¥·»¬ ¢²®°»¬ ¬®¬¥²®¬. �®£¤ 

8a 2 R1

D(�) =M(� �M�)2 �M(� � a)2 = f(a) ;

².¥. ´³ª¶¨¿ f(a) ¯°¨¨¬ ¥²  ¨¬¥¼¸¥¥ § ·¥¨¥ ¯°¨ a =M�.

� «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«¿ ³±«®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©.

�¥®°¥¬  1 (½ª±²°¥¬ «¼®¥ ±¢®©±²¢® ´³ª¶¨¨ °¥£°¥±±¨¨).

�³±²¼ � ¨ � { ¤¢¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨», y = f(x) { ¥ª®²®° ¿

¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿, ¯°¨·¥¬ M(�2) < 1 ¨ M([f(�)]2) < 1. �±«¨

y = g(x) =M [�j� = x] ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ °¥£°¥±±¨¨ ±.¢. �   ±.¢. �, ²®

M j� � g(�)j2 �M j� � f(�)j2 :
�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ±¢®©±²¢ ³±«®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ

®¦¨¤ ¨© ¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ®© ¢»¸¥ § ¤ ·¨ ¯°¨ ª ¦¤®¬ x ¬»

¨¬¥¥¬

M [(� � g(�))2j� = x] =M [(� � g(x))2j� = x] �
M [(� � f(x))2j� = x] =M [(� � f(�))2j� = x] :

�±°¥¤¿¿ ¯® ³±«®¢¨¾, ¨§ ´®°¬³«» ¯®«®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨-

¤ ¨¿ ¬» ¯®«³· ¥¬ ³¦»© °¥§³«¼² ².

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¬» ¤®ª § «¨ ¤ ¦¥ ¡®«¼¸¥. � ¨¬¥®, ·²® ³¦-

®¥ ¥° ¢¥±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ³±«®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨-

¤ ¨©. �¡º¿±¨¬ ±¬»±« ¯®«³·¥®£® °¥§³«¼² ² . �® ³±«®¢¨¾ ±.¢.

� 2 L2. � ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® L ±.¢., ª®²®°»¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼

¢ ¢¨¤¥ f(�), ¯°¨·¥¬ M(jf(�)j2) < 1. �®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® L {

§ ¬ª³²®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ L2. �¥®°¥¬  ³²¢¥°¦¤ ¥²,

·²®  ¨«³·¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ � ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ L (².¥. ± ¯®¬®¹¼¾

´³ª¶¨© ®² �) ¤ ¥²  ¬ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ g(�).

� ¥¥ ¬» ¯®«³·¨«¨   «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ «¨¥©»µ ´³ª-

¶¨© ®² �. �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° -

±²¢® L ¢ L2, ²® ¥±²¥±²¢¥®  §¢ ²¼  ¨«³·¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤«¿

±.¢. � ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ L ³±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨-

¥¬ ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥.
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� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¢ ±² ²¨±²¨ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®¬¥°-

®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥. �«¿ ¯°®±²®²» ¢»·¨±«¥¨© ¬» ° ±-

±¬®²°¨¬ ²®«¼ª® ¤¢³¬¥°»© ±«³· ©.

�°¨¬¥° (¤¢³¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥). � ¯®¬¨¬, ·²®

±«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¤¢³¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥, ¥±«¨ ® ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£®

¢¨¤ :

��(x1; x2) =
1

2�
q
�21�

2
2(1� �2)

expf� 1

2(1� �2)
[
(x1 � a1)

2

�21
�

�2�(x1 � a1)

�1
� (x2 � a2)

�2
+
(x2 � a2)

2

�22
]g ; (x1; x2) 2 R2 :

�»¤¥«¿¿ ¯®«»© ª¢ ¤° ² ¯® x2 ¨ ¨²¥£°¨°³¿ ¯® ½²®© ¯¥°¥¬¥®©,

¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® �1 2 N(a1; �
2
1). � «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ±¯° ¢¥¤-

«¨¢ ¨ ¤«¿ �2. �²±¾¤  ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® a1 =M�1; a2 =M�2; �
2
1 =

D(�1); �
2
2 = D(�2). �»·¨±«¿¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¤¢³¬¥°»© ¨²¥£-

° «, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® � = �(�1; �2). �»·¨±«¨¬ ²¥¯¥°¼ ³±«®¢®¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �2 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �1 = x1. �® ´®°¬³«¥ (4) ¯®±«¥ ±² -

¤ °²»µ ¢»·¨±«¥¨© ¯®«³· ¥¬

��2j�1(x2jx1) =
��1(x1; x2)

��1(x1)
=

=
1q

2��22(1� �2)
� expf� [x2 � (a2 + ��2

�1
(x1 � a1))]

2

2�22(1� �2)
g :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �2 ¯°¨

³±«®¢¨¨ �1 = x1 ¿¢«¿¥²±¿ ®°¬ «¼»¬ ±® ±°¥¤¨¬

M(�2j�1 = x1) = g(x1) = a2 + �
�2

�1
(x1 � a1)

¨ ¤¨±¯¥°±¨¥©

D(�2j�1 = x1) = �22(1� �2) :

�±«®¢®¥ ±°¥¤¥¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ´³ª¶¨¥© ®² x1,   ³±«®¢ ¿

¤¨±¯¥°±¨¿ ¥ § ¢¨±¨² ®² ³±«®¢¨¿. �°®¬¥ ²®£®, ¢ ±¨«³ ¤®ª § ®©
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¢»¸¥ ²¥®°¥¬» ¬» ¢¨¤¨¬, ·²®  ¨«³·¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ �2 ± ¯®-

¬®¹¼¾ ´³ª¶¨© ®² �1 ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¢ ±«³· ¥ ®°¬ «¼®£®

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼ ±.¢. �2 ¢ ¢¨¤¥

�2 = a2 + � � �2
�1
(�1 � a1) + " ; (13.8)

£¤¥

" = �2 � [a2 + � � �2
�1
(�1 � a1)] :

�¡  ±« £ ¥¬»µ ¢ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ (8) ¨¬¥¾² ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥ ¨ ¥ª®°°¥«¨°®¢ » (   § ·¨², ¨ ¥§ ¢¨±¨¬»). �¥°¢®¥ ±« £ -

¥¬®¥ ®¯¨±»¢ ¥² ¢«¨¿¨¥   �2 ±.¢. �1,   ¢²®°®¥ { ¢«¨¿¨¥ ª ª¨µ-²®

¤°³£¨µ, ¥³·²¥»µ ´ ª²®°®¢.

1.14 �®£®¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

�®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨£° ¥² ¢ ¦³¾ °®«¼ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®-

¿²®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¥. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¤ -

¤¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¯¥°¥·¨±«¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±®¢»¥ ±¢®©-

±²¢  ¬®£®¬¥°®£® ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �n) ¨¬¥¥² ¬®-

£®¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¥±«¨ ® ®¡« ¤ ¥² ¯«®²-

®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(x1; : : : ; xn) = (2�)�
n

2 det(A) expf�1
2
(A(x �m); x �m)g =

(2�)�
n

2det(A) expf�1
2

nX
i;j=1

aij(xi �mi)(xj �mj)g ;

£¤¥ m = (m1; : : : ;mn) 2 Rn
, A = (aij) { ±¨¬¬¥²°¨· ¿ ¯®«®¦¨-

²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ n� n-¬ ²°¨¶ .

�»¿±¨¬ ±¬»±« ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®£®¬¥°®£® ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿. �³±²¼ � = (�ij) = A�1. �®£¤  mj =M�j ,

�ij = cov(�i; �j) =M(�i �mi)(�j �mj) :
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m  §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ ±°¥¤¨µ,   � { ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ -

¶¨©. �±«¨ ±.¢. � ¨¬¥¥² ¬®£®¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±

¢¥ª²®°®¬ ±°¥¤¨µ m ¨ ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ ¶¨© �, ²® ¬» ¡³¤¥¬ ¨±-

¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§ ·¥¨¥ � 2 N(m;�).

�¥®°¥¬  1 . �±«¨ C : Rn ! Rk
{ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Rn

 

Rk
, � 2 N(m;�), ²® C� 2 N(Cm;C�CT ).

� §®¡¼¥¬ ±«³· ©»© ¢¥ª²®° �   ¤¢  ¯®¤¢¥ª²®°  ° §¬¥°®±²¨

n1 ¨ n2: n1 + n2 = n, ².¥. � = (�0; �00). �²® ¯®°®¦¤ ¥² ° §«®¦¥¨¿

¢¥ª²®°  ±°¥¤¨µ m = (m0;m00) ¨ ¬ ²°¨¶» ª®¢ °¨ ¶¨©

� =

0
@ �11 �12

�21 �22

1
A :

�¥®°¥¬  2 . �±«¨ � = (�1; : : : ; �n) 2 N(m;�), ²®

1) �0 2 N(m0;�11) ,

2) �0 ¨ �00 { ¥§ ¢¨±¨¬» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 

�12 = �T
21 = 0:

�¥®°¥¬  3 . �±«¨ � = (�1; : : : ; �n) 2 N(m;�), ²® ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥ �00 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �0 = x0 ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®¬¥°»¬ ®°¬ «¼»¬

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ± ¢¥ª²®°®¬ ±°¥¤¨µ

m00 +�21�
�1
11 (x

0 �m0)

¨ ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ ¶¨©

�22:1 = �22 � �21�
�1
11 �12 :

1.15 � ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«

� ± ¬®¬  · «¥  ¸¥£® ª³°±  ¬» ®²¬¥²¨«¨ ±«¥¤³¾¹¨© ½ª±¯¥-

°¨¬¥² «¼»© ´ ª². � ¤«¨®© ±¥°¨¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ®¤¨ ª®¢»µ

¨±¯»² ¨© · ±²®²  ¯®¿¢«¥¨¿ ¥ª®²®°®£® ±®¡»²¨¿, ª®²®° ¿ ¿¢«¿-

¥²±¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, ²¿£®²¥¥² ª ¥ª®²®°®¬³ ¯®±²®¿®¬³

·¨±«³, ª®²®°®¥ ¬»  §¢ «¨ ¢¥°®¿²®±²¼¾ ½²®£® ±®¡»²¨¿. � «¥¥
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¬» ´¨ª±¨°®¢ «¨ ¢ ¢¨¤¥  ª±¨®¬ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²®±²¥©

¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¤®ª § «¨ ¡®«¥¥ ±«®¦»¥ ±¢®©±²¢  ¢¥°®-

¿²®±²¥©. �® µ®°®¸ ¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ¤®«¦  ¥ ²®«¼ª®

 ªª³¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ ±¢®¨µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿µ ²¥ ¨«¨ ¨»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥-

² «¼»¥ ´ ª²», ® ¨ ±®¤¥°¦ ²¼ ¥ª®²®°»¥ ²¥®°¥¬», ª®²®°»¥ ¤ -

¾² ®¯¨± ¨¥  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»µ °¥§³«¼² ²®¢, ®²¬¥·¥»µ ¯¥°¢® -

· «¼® ½¬¯¨°¨·¥±ª¨. �¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®² £®¢®°¨² ®¡

®¯°¥¤¥«¥®¬ ²¨¯¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �® ½²® ¥ ¥±²¼

±µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ¯°¨¢»·®¬ ¤«¿  ± ±¬»±«¥, ª ª ½²® ¯°¨¿²® ¢ ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®¬   «¨§¥. �±«¨ ¢ ¥ª®²®°®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ¨© ±®¡»²¨¥

A ¥ ¯°®¨§®©¤¥² ¨ ° §³, ²® ¥£® · ±²®²  ° ¢  ³«¾. � ®¡®°®², ¥±-

«¨ ®® ¡³¤¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢±¥£¤ , ²® ¥£® · ±²®²  ° ¢  1. �® ² ª¨µ

±¥°¨© ¡³¤¥² ¥¬®£®. �ª±¯¥°¨¬¥² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¡®«¼¸¨±²¢®

±¥°¨© ¨±¯»² ¨© ¡³¤³² ² ª¨¬¨, ·²® · ±²®²  ¯®¿¢«¥¨¿ ±®¡»²¨¿

A ¢ ª ¦¤®© ¨§ ¨µ ¡³¤¥² ¯°¨¬¥°® ®¤¨ ª®¢®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

 ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®² ± ¬® ®±¨² ¢¥°®¿²®±²-

»© µ ° ª²¥°. �²¨ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯°¨¢®¤¿²  ± ª

±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±.¢. f�ng ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¢¥-
°®¿²®±²¨ ª ±.¢. �, ¥±«¨ 8" > 0

P (j�n � �j > ")! 0 ;

¨«¨

P (j�n � �j � ")! 1:

¯°¨ n!1.

� ª ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ®¡®§ · ¥²±¿ �n
P! � ; n!1.

� ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ³²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢

²®¬, ·²® �n ¨ � ¡«¨§ª¨ (j�n � �j � "), ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²¼, ¡«¨§ª³¾

ª 1, ².¥. ½²® ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¤®±²®¢¥°®¥ ±®¡»²¨¥.

�¥°¥¬±¿ ²¥¯¥°¼ ª ±¢®©±²¢³ ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®². �³±²¼ "k ° ¢-

® 1, ¥±«¨ ¢ k - ¬ ¨±¯»² ¨¨ ±®¡»²¨¥ A ¯°®¨§®¸«®, ¨ ° ¢® 0 { ¢

¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �®£¤  Sn = "1 + : : : + "n ¥±²¼ ·¨±«® ¯®¿¢«¥¨©
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±®¡»²¨¿ A ¢ n ¨±¯»² ¨¿µ,   Sn=n ¥±²¼ ®²®±¨²¥«¼ ¿ · ±²®² 

¯®¿¢«¥¨¿ ±®¡»²¨¿ A. �¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼, ·²®

M(
Sn

n
) =

M"1 + : : :+M"n

n
= p (= P (A)) :

�®£¤  ±¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨ ®²®±¨²¥«¼»µ · ±²®² ®§ · ¥², ·²®

Sn

n
� MSn

n
=
Sn

n
� p! 0 ; n!1 ;

¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥. �±¯®«¼§³¿ ½²¨ ±®®¡° ¦¥¨¿, ¤ ¤¨¬ ±«¥¤³¾-

¹¥¥

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 . �®¢®°¿², ·²® ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±.¢. f�ng
¯°¨¬¥¨¬ § ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« (���), ¥±«¨

�1 + : : :+ �n

n
� M�1 + : : :+M�n

n

P! 0 ; n!1 :

� ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¤ ® ²®«¼ª® ®¯¨± ¨¥ ¥ª®²®°®£® ±¢®©±²¢ . �¨-

¦¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ½²® ±¢®©±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²®.

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾  ¬ ³¦® ¤®ª § ²¼ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨.

�®«¥§»¬ ²¥µ¨·¥±ª¨¬ ±°¥¤±²¢®¬ ¯°¨ ½²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

�¥¡»¸¥¢ 

P (j� �M�j > ") � D(�)

"2
;

ª®²®°®¥ ¡»«® ¤®ª § ® ° ¥¥.

�¥¬¬  1 . �³±²¼ ±.¢. �n ¨¬¥¾² ª®¥·»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨-

¤ ¨¿ M�n ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ D(�n). �±«¨ D(�n) ! 0; n ! 1, ²® �n �
M�n

P! 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ¥-

° ¢¥±²¢  �¥¡»¸¥¢ .

�¥®°¥¬  1 . �³±²¼ f�ng { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨-

·¨, ² ª¨µ, ·²®

1) f�ng { ¥§ ¢¨±¨¬»,

2) ±³¹¥±²¢³¾² ª®¥·»¥ M�n ¨ D(�n),
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3) n�2
nP

k=1
D(�k)! 0 ; n!1.

�®£¤  ¯°¨¬¥¨¬ ���, ².¥.

�1 + : : :+ �n

n
� M�1 + : : :+M�n

n

P! 0 ; n!1 :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¦¨¬, Sn = �1 + : : :+ �n ¨

Sn =
�1 + : : :+ �n

n
:

�®£¤ 

M(Sn) =
M�1 + : : :+M�n

n
; D(Sn) =

1

n2

nX
k=1

D(�k)! 0 :

�²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ²¥¯¥°¼ ¨§ ±´®°¬³«¨°®¢ ®© ¢»¸¥

«¥¬¬».

� ¬¥· ¨¥. �±«®¢¨¥ 1  ¸¥© ²¥®°¥¬» ¬®¦® § ·¨²¥«¼® ®±« -

¡¨²¼, ¯®²°¥¡®¢ ¢ ²®«¼ª® ¯®¯ °®© ¥ª®°°¥«¨°®¢ ®±²¨.

�¥®°¥¬  2 . �³±²¼ f�ng { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨-

·¨:

1) f�ng { ¥§ ¢¨±¨¬»,

2) ±³¹¥±²¢³¾² ª®¥·»¥ M�n ¨ D(�n),

3) 8n D(�n) � C <1 .

�®£¤  ¯°¨¬¥¨¬ ���.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼ ³±«®¢¨¥ 3 ²¥®°¥¬» 1.

n�2
nX

k=1

D(�k) � n�2 � n � C = C=n! 0 ; n!1 :

�¥®°¥¬  3 . �³±²¼ f�ng { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨-

·¨:

1) f�ng { ¥§ ¢¨±¨¬»,

2) f�ng { ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»,

3) 9M�n = a; D(�n) = �2 <1 .

�®£¤  ¯°¨¬¥¨¬ ���, ².¥.

�1 + : : :+ �n

n

P! a ; n!1 :
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�²® · ±²»© ±«³· © ²¥®°¥¬» 2.

�°¨¬¥°. �«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ¥ª®²®°®© ¯®±²®¿®© ¢¥«¨·¨» ¯°®-

¨§¢¥«¨ n ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨§¬¥°¥¨© ¢ ®¤¨ ª®¢»µ ³±«®¢¨¿µ. � ¦¤®¥

¨§¬¥°¥¨¥ �n ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ �n = "n+ a, £¤¥ f"ng { ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ .®.°.±.¢.: M("n) = 0; D("n) = �2. �®£¤ , ¢ ±¨«³

���,
�1 + : : :+ �n

n
=
"n + : : :+ "n

n
+ a

P! a ; n!1 ;

².¥. ±°¥¤¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥¨© ±µ®¤¨²±¿

ª ¨±²¨®¬³ § ·¥¨¾.

� ¬¥· ¨¥. �.�. �¨·¨ ¯®«³·¨« ¡®«¥¥ ±¨«¼»© °¥§³«¼² ²:

��� ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ .®.°.±.¢. ± ª®¥·»¬ ¬ -

²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬, ².¥. ³±«®¢¨¥ ª®¥·®±²¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ ¿¢-

«¿¥²±¿ ¨§«¨¸¨¬.

� § ª«¾·¥¨¥ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¨±²®°¨·¥±ª¨ ¯¥°¢»µ °¥§³«¼² ²  ¨§

·¨±«  ���.

�¥®°¥¬  4 (�. �¥°³««¨, 1713). �³±²¼ Sn=n { ®²®±¨²¥«¼ ¿

· ±²®²  ¯®¿¢«¥¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¢ n ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨¿µ, ¢¥-

°®¿²®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢  p. �®£¤ 

Sn

n

P! p :

�²  ²¥®°¥¬  ¥±²¼ · ±²»© ±«³· © ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬». �¥©-

±²¢¨²¥«¼®, ¢»¸¥ ¬» ¯®ª § «¨, ·²® Sn = "1 + � � � + "n; £¤¥ f"ng {
.®.°. ¨ M"n) = p; D("n) = p(1� p) � 1=4.

� ¥ª®²®°»µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯®¿¢«¥¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¬¥-

¿¥²±¿ ®² ¨±¯»² ¨¿ ª ¨±¯»² ¨¾. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²®

�¥®°¥¬  5 (�³ ±±®, 1837). �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨©, £¤¥ pk { ¢¥°®¿²®±²¼ ¯®¿¢«¥¨¿

±®¡»²¨¿ A ¢ k - ¬ ¨±¯»² ¨¨. �±«¨ Sn { ·¨±«® ¯®¿¢«¥¨© ±®¡»-

²¨¿ A ¢ n ¨±¯»² ¨¿µ, ²®

Sn

n
� p1 + : : :+ pn

n

P! 0 :
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1.16 �¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ 

1.16.1 �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨

�® ¬®£¨µ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ¨ ¯°¨ª« ¤»µ § ¤ · µ ²¥®°¨¨ ¢¥°®-

¿²®±²¥© ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ± ±¨²³ ¶¨¥©, ª®£¤   ¬ ³¦®  ©²¨

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±³¬¬» ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨. �®°¬ «¼® ¬» § -

¥¬ ¥¥ °¥¸¥¨¥. �³¦® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¥±ª®«¼ª® ° § ¯°¨¬¥¨²¼

´®°¬³«³ ±¢¥°²ª¨. �® §¤¥±¼ ¬» ¢±²°¥· ¥¬ ¤¢  ¯°¥¯¿²±²¢¨¿. �®-

¯¥°¢»µ, ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±¢¥°²ª¨  ¬ ³¦® ²®·® § ²¼   «¨²¨-

·¥±ª¨© ¢¨¤ ª ¦¤®£® ±« £ ¥¬®£®. �®-¢²®°»µ, ¢»·¨±«¥¨¥ ±¢¥°²ª¨

¤®¢®«¼® ±«®¦ ¿ ®¯¥° ¶¨¿, ¥ ¢±¥£¤  °¥ «¨§³¥¬ ¿ ¢ ª®ª°¥²®©

§ ¤ ·¥. �® ¬®£¨µ  ³ª µ ½²¨ ²°³¤®±²¨ ¯°¥®¤®«¥¢ ¾²±¿ ¯³²¥¬

¯®±²°®¥¨¿ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ¯°®±²»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ¤«¿ ¡®«¥¥ ±«®¦-

»µ ¬®¤¥«¥©. �® ¦¥ ± ¬®¥ ¤¥« ¾² ¨ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©. �®¦®

¤ ¦¥ ±ª § ²¼, ·²® ®±®¢ ¿ · ±²¼ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¯®±¢¿¹¥ 

®¯¨± ¨¾ ² ª¨µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨©. �¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥±²»µ ¿¢-

«¿¥²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ¶¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬  (���), ª

¨§³·¥¨¾ ª®²®°®© ¬» ¨ ¯°¨±²³¯ ¥¬.

�²®¡» ¯®¿²¼ ±³²¼ ¯°®¡«¥¬», ¢¥°¥¬±¿ ª ¯°®±²®© ¬®¤¥«¨ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨©, ª®²®°³¾ ¬» ¨§³· «¨

° ¥¥. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² -

¨© ± ¤¢³¬¿ ¨±µ®¤ ¬¨ ¨ ¯®±²®¿®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ³±¯¥µ  p. �¡®-

§ ·¨¬ ·¥°¥§ "k ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³, ° ¢³¾ 1, ¥±«¨ ¢ k-¬ ¨±¯»-

² ¨¨ ¡»« ³±¯¥µ, ¨ 0 { ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �®£¤  ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢

n ¨±¯»² ¨¿µ ¥±²¼ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  Sn = "1+ : : :+"n. �  ¨¬¥-

¥² ¡¨®¬¨ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p. �°¨ ¡®«¼¸¨µ

n ° ±·¥²» ¯® ´®°¬³« ¬ ¡¨®¬¨ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±² ®¢¿²-

±¿ ¤®¢®«¼® ±«®¦»¬¨. �®½²®¬³ ¯°¨¬¥¿¾² ²¥ ¨«¨ ¨»¥ ¯°¨¡«¨-

¦¥»¥ ´®°¬³«». �¤³ ¨§ ² ª¨µ ´®°¬³« ¤ ¥² ²¥®°¥¬  �³ ±±® ,

¤°³£³¾ { ²¥®°¥¬  �³ ¢°  { � ¯« ± . � ±±¬®²°¨¬ ®°¬¨°®¢ ®¥

·¨±«® ³±¯¥µ®¢

S�n =
Sn � npq
np(1� p)

;

£¤¥ np =M(Sn); np(1� p) = D(Sn).
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�¥®°¥¬  �³ ¢°  { � ¯« ± . �°¨ n ! 1 ¤«¿ x 2 R1
¨¬¥¥²

¬¥±²® ±µ®¤¨¬®±²¼

P (S�n < x) = FS�

n

(x)! �(x) ;

£¤¥

�(x) =
xZ

�1

1p
2�
e�

1
2
y2dy

{ ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±² ¤ °²®£® ®°¬ «¼®£® § ª® .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²  ²¥®°¥¬  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¯°¨ ¡®«¼¸®¬ n ¨

´¨ª±¨°®¢ ®¬ p ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ®°-

¬¨°®¢ ®© ±³¬¬» ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ®°-

¬ «¼»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬. �®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ µ®°®¸® ¨§-

³·¥®, ®¡« ¤ ¥² ¶¥«»¬ °¿¤®¬ ¯°¨¢«¥ª ²¥«¼»µ ±¢®©±²¢, ¤«¿ ¥£®

±®±² ¢«¥» ² ¡«¨¶». �±¥ ½²® ¯®§¢®«¿¥²  ¤¥¿²¼±¿, ·²® ² ª ¿  ¯-

¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¡³¤¥² ³¤®¡®© ¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ. �®²¥«®±¼ ¡»

¯®«³·¨²¼ ¯®¤®¡»© °¥§³«¼² ² ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥© ±¨²³ ¶¨¨. �«¿ ½²®£®

®²¬¥²¨¬ ±³¹¥±²¢¥»¥ ·¥°²» ¯®«³·¥®£® °¥§³«¼² ² . �» ¨¬¥¥¬

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±.¢. f�ng, ¨§ ª®²®°»µ ®¡° §®¢  
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±³¬¬ Sn = �1 + : : : + �n; n � 1. �±«¨ ½²¨ ±³¬-

¬» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ®°¬¨°®¢ ²¼ ¨ ¶¥²°¨°®¢ ²¼, ². ¥.

° ±±¬®²°¥²¼

S�n =
Sn � An

Bn

;

£¤¥ An 2 R1; Bn > 0, ²® ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®°¬¨°®¢ »µ

±³¬¬ µ®°®¸®  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾²±¿ ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±² -

¤ °²®£® ®°¬ «¼®£® § ª® ,   ¨¬¥®

FS�

n

(x)! �(x) ; n!1 :

�²® ¯°¨¢®¤¨²  ± ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �®¢®°¿², ·²® ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±«³· ©»µ

¢¥«¨·¨ f�ng ¯°¨¬¥¨¬  ¶¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬  (���),
¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® n � ±³¹¥±²¢³¾² ¶¥²°¨°³¾¹¨¥ ¨ ®°¬¨°³¾¹¨¥
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ª®±² ²» An 2 R1
¨ Bn > 0, ² ª¨¥, ·²® ¤«¿

S�n =
�1 + : : :+ �n �An

Bn

(16.1)

¨¬¥¥² ¬¥±²® ±µ®¤¨¬®±²¼

P (S�n < x) = FS�

n

(x)! �(x) (16.2)

¯°¨ n!1 ¤«¿ «¾¡®£® x 2 R1
.

� ¬¥· ¨¿. 1. �¡»·® ¢ °¥ «¼»µ § ¤ · µ An = M(Sn),

Bn = D(Sn). �°¨ ² ª®© ®°¬¨°®¢ª¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ M(S�n) = 0,

D(S�n) = 1.

2. � ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ® ¥ª®²®°®¥ ±¢®©±²¢® ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±.¢. �®  ±, ª®¥·®, ¨²¥°¥±³¥², ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®-

¢¨¿µ ®® ¨¬¥¥² ¬¥±²®. �²¢¥°¦¤¥¨¿, ª®²®°»¥ ®¡»·®  §»¢ ¾²

���, ª ª ° § ¨ ±®¤¥°¦ ² ²¥ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ½²® ±¢®©±²¢®

¢»¯®«¥®.

� ��� ¬» ¨§³· ¥¬ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¥ ± ¬¨µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼-

¥©¸¥¬ ¡³¤¥² ¯®«¥§® ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ fFng
±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F0, ¥±«¨

Fn(x)! F0(x)

¯°¨ n ! 1 ¤«¿ ¢±¥µ ²®·¥ª x, £¤¥ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ´.°. F0 ¥¯°¥°»¢ .

�«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±.¢. �n ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ®¨ ±µ®¤¿²±¿

ª ±.¢. �0 ¯® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾, ¨ ¯¨± ²¼

�n
d! �0 :

� ª ª ª ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®°¬ «¼®£® § ª®  ¢±¾¤³ ¥-

¯°¥°»¢ , ²® ¬» ¨§³· ¥¬ ®¡»·³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨©.

� ��� ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¤«¿ ±³¬¬.

� ¦¥ ¥±«¨ ±« £ ¥¬»¥ ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ³¦® ¯°¨¬¥¿²¼ ±«®¦³¾

®¯¥° ¶¨¾ { ±¢¥°²ª³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©. �®½²®¬³ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥

��� ¯°¨¬¥¿¾² ®±®¡»© ¬¥²®¤ { ¬¥²®¤ ¨²¥£° «¼»µ ¯°¥®¡-

° §®¢ ¨©. � ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§»¬ ¨ ¢ ¤°³£¨µ § ¤ · µ.
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1.16.2 � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ¨ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³ª¶¨¨

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¯°¨¬¥¿-

«¨ ³¦¥ � ¯« ± ¨ �®¸¨. �® ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨µ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥  -

· «®±¼ ²®«¼ª® ¯®±«¥ ²®£®, ª ª �.�. �¿¯³®¢ (³·¥¨ª �.�. �¥¡»-

¸¥¢ ) ¯°¨¬¥¨« ¨µ ¢ 1901 £®¤³ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®·¥¼ ±¨«¼®£®

¢ °¨ ²  ���. �¥£®¤¿ ¬¥²®¤ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ®¤¨

¨§ ®±®¢»µ ¨±²°³¬¥²®¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3 . � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ±.¢. � (¨«¨

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ´.°. F )  §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±®§ · ¿ ´³ª-

¶¨¿ '�(t), t 2 R1
, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ¯® ¯° ¢¨«³

'�(t) =M(eit�) =
1Z

�1

eitxdF (x) : (16.3)

�«¿ ¤¨±ª°¥²®© ±.¢. � ¬» ¨¬¥¥¬ ´®°¬³«³

'�(t) =
X
n
eitxn � pn ; (16.4)

  ¤«¿ ¥¯°¥°»¢®© ±.¢. � ± ¯«®²®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ��(x) {

'�(t) =
1Z

�1

eitx��(x)dx : (16.5)

� ¯®¬¨¬, ·²® ´®°¬³«  (5) ¥±²¼ ®¡»·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ �³°¼¥

¤«¿ ¯«®²®±²¨ ��(x).

� ·¥¬ ± ²®£®, ·²® ¯¥°¥·¨±«¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢ 

µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©.

�¥®°¥¬  1 . 1. 8 2 R1 j'�(t)j � 1 = '�(0) .

2. '��(t) = '�(�t) = '�(t) .

3. '�(t) { ° ¢®¬¥°® ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿.

4. �³ª¶¨¿ '�(t) ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ , ².¥. 8t1; : : : ; tn 2 R1
,

8c1; : : : ; cn 2 C
nX

k;m=1

'�(tk � tm) � ck � cm � 0 :
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5. �±«¨ � = a� + b, ²® '�(t) = '�(at) � eitb .
6. �±«¨ �1 ¨ �2 ¥§ ¢¨±¨¬», ²®

'�1+�2(t) = '�1(t) � '�2(t) :

7. �±«¨ M(j�jk) < 1 ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼®£® k, ²® ±³-

¹¥±²¢³¥² k-¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ '�(t) ¨

dk

dtk
'�(t)jt=0 = (i)k �M(�k) :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �«¿ «¾¡®£® t 2 R1

j'�(t)j = jM(eit�)j �M jeit�j =M(1) = 1 =

= M(ei�0��) = '�(0) :

2. '��(t) =M(eit(��)) =M(e�it�) =M(eit�) =M(eit�) = '�(t) .

3. �³±²¼ t 2 R1; h > 0. �®£¤ 

'�(t+ h)� '�(t) =M [ei(t+h)� � eit�] =

M [eit�(eih� � 1)] =
1Z

�1

eitx(eihx � 1)dF�(x) :

� ª ª ª F�(x) ! 0 ¯°¨ x ! �1 ¨ F�(x) ! 1 ¯°¨ x ! 1, ²® ¤«¿

«¾¡®£® " > 0 ¬®¦®  ©²¨ A > 0, ² ª®¥, ·²®

F�(�A) < "=6 ; 1� F�(A) < "=6 :

�®£¤  ¬» ¯®«³· ¥¬

j'�(t + h)� '�(t)j �
1Z

�1

jeihx � 1jdF�(x) =

Z
jxj�A

jeihx � 1jdF�(x) +
Z

jxj>A

jeihx � 1jdF�(x) �

"=3 � P (j�j � A) + 2P (j�j > A) = "=3 + 2"=3 = " ;

¥±«¨ h < �. �  ¯®±«¥¤¥¬ ¸ £¥ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ±¢®©±²¢® ¥¯°¥-

°»¢®±²¨ ¢ ³«¥ ´³ª¶¨¨ eiy ¨ ²®, ·²® hx ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ° ¢®-

¬¥°® ¬ «»¬ ¯°¨ jxj � A §  ±·¥² ¢»¡®°  ¬ «®£® h.
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4. �³±²¼ t1; : : : ; tn 2 R1; c1; : : : ; cn 2 C. �®£¤ 
nX

k;m=1

'�(tk � tm) � ck � cm =
nX

k;m=1

M(ei(tk�tm)�)ckcm =

M(
nX

k=1

nX
m=1

eitk�ckeitm�cm) =M(
nX

k=1

eitk�ck)(
nX

m=1

eitk�cm) =

M j
nX

k=1

eitk�ckj2 � 0 :

5. �³±²¼ � = a� + b, £¤¥ a; b 2 R1. �®£¤ 

'�(t) =M(eit�) =M(ei(at)�eitb) = eitb'�(at) :

6. �±«¨ �1 ¨ �2 { ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ±.¢. �1 = eit�1 ¨ �2 = eit�2 ² ª¦¥

¡³¤³² ¥§ ¢¨±¨¬». �²±¾¤  ¬» ¯®«³· ¥¬

'�1+�2(t) =M(eit(�1+�2)) =M(eit�1eit�2) =

M(eit�1)M(eit�2) = '�1(t)'�2(t) :

�®±«¥¤¨¥ ¤¢  ±¢®©±²¢  ¯®ª §»¢ ¾², ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥

´³ª¶¨¨ ¤«¿ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¨ ¤«¿ ±³¬¬ ¥§ ¢¨±¨¬»µ

±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ «¥£ª® ¢»·¨±«¿¾²±¿.

7. �°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ´®°¬ «¼® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ µ ° ª²¥°¨±-

²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨:

dk

dtk
'�(t) =

dk

dtk
(

1Z
�1

eitxdF�(x)) =

=
1Z

�1

(ix)keitxdF�(x) :

�®±«¥¤¨© ¨²¥£° « ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²®, ¥±«¨ M(j�jk) < 1, ² ª

ª ª

j
1Z

�1

(ix)keitxdF�(x)j �
1Z

�1

jxjkdF�(x) =M(j�jk) <1 :
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�§¢¥±²»© °¥§³«¼² ² ¨§ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§  £ ° ²¨°³¥²

 ¬ ²®£¤  ¢®§¬®¦®±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¯®¤ § -

ª®¬ ¨²¥£° « . �°¨ t = 0 ¯®«³· ¥¬

dk

dtk
'�(t)jt=0 = ik

1Z
�1

xkdF�(x) = ikM(�k) : (16.6)

� ª ·¥±²¢¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ±¢®©±²¢  7 ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ° §«®¦¥-

¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨:

'�(t) = 1 +M� � it
1!
+ : : :+M(�k) � (it)

k

k!
+ o(jtjk) (16.7)

¯°¨ t! 0.

�«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ¤®ª §»¢ -

¾²±¿ ¡®«¥¥ £°®¬®§¤ª®, ¯®½²®¬³ ®¨ ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ¡¥§ ¤®ª § -

²¥«¼±²¢ . � ±¨«³ ±¢®¥© ¢ ¦®±²¨ ®¨ ¢»¤¥«¥» ¢ ®²¤¥«¼»¥ ²¥®-

°¥¬».

�¥®°¥¬  2 (¥¤¨±²¢¥®±²¨). �®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ´³ª¶¨¿-

¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨ F ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ' ¿¢-

«¿¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·»¬. �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ x1 ¨ x2 { ²®·ª¨

¥¯°¥°»¢®±²¨ ´.°. F , ²®

F (x2)� F (x1) = lim
A!1

1

2�

AZ
�A

e�itx2 � e�itx1

�it '(t)dt : (16.8)

� · ±²®±²¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²®±²¼ �(x), ²®

�(x) =
1

2�

1Z
�1

e�itx'(t)dt : (16.9)

�®®²®¸¥¨¿ (8) ¨ (9)  §»¢ ¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ ®¡° ¹¥¨¿.

�²  ²¥®°¥¬  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦-

® ³§ ²¼, ± ª ª¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«®.

�¥®°¥¬  3 (¥¯°¥°»¢®±²¨). �³±²¼ F0; F1; F2; : : : { ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¼ ´.°.,   '0; '1; '2; : : : { ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¥© ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¼ µ.´. �®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²»:

1) Fn ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª F0,

2) 'n(t)! '0(t) ¯°¨ n!1 ¤«¿ «¾¡®£® t 2 R1
.
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�²  ²¥®°¥¬  ¯®§¢®«¿¥² ±¢®¤¨²¼ § ¤ ·³ ® ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨

´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª ½ª¢¨¢ «¥²®© ¥© (  ²¥µ¨·¥±ª¨ ¡®«¥¥

¯°®±²®©) § ¤ ·¥ ® ±µ®¤¨¬®±²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©.

�  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¿²¨¿µ ¡³¤³² ¢»·¨±«¥» µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±-

ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ¥ª®²®°»µ ±² ¤ °²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©. �°¨¢¥¤¥¬

¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®ª®· ²¥«¼»¥ °¥§³«¼² ²».

�°¨¬¥°». 1) �±«¨ P (� = a) = 1 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® a 2 R1, ²®

'�(t) = eita :

2) �±«¨ � ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �¥°³««¨ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p, ².¥.

� =

8<
: 1 ; ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p ;

0 ; ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1� p ;

²®

'�(t) = 1 + p(eit � 1) :

3) �±«¨ � ¨¬¥¥² ¡¨®¬¨ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n

¨ p, ²®

'�(t) = [1 + p(eit � 1)]n :

4) �±«¨ � ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �³ ±±®  ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �, ²®

'�(t) = e�(e
it
�1) :

5) �±«¨ � ¨¬¥¥² £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p,

²®

'�(t) =
p

1� (1� p)eit
:

6) �±«¨ � ¨¬¥¥² ° ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥   [a; b], ²®

'�(t) =
eitb � eita

it(b � a)
:

� · ±²®±²¨, ¤«¿ ° ¢®¬¥°®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿   [�a; a] ¨¬¥¥¬

'�(t) =
sin at

at
:
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7) �±«¨ � ¨¬¥¥² ¯®ª § ²¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �,

²®

'�(t) =
�

�� it
:

8) �±«¨ � ¨¬¥¥² ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a ¨

�2, ²®

'�(t) = eita�
�
2
t
2

2 :

� · ±²®±²¨, ¤«¿ ±² ¤ °²®£® ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

(a = 0, �2 = 1) ¨¬¥¥¬

'�(t) = e�
1
2
t2 :

�«¿ ¤¨±ª°¥²»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿

¢¨¤  a+ h � n, n 2 N , (¢ · ±²®±²¨, ¶¥«®·¨±«¥»µ) · ¹¥ ¨±¯®«¼-

§³¾² ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³ª¶¨¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4 . �³±²¼ ±.¢. � ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¿ 0; 1; 2; : : : ±

¢¥°®¿²®±²¿¬¨ pk = P (� = k). �°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³ª¶¨¿ ±.¢. �

(¤¨±ª°¥²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ fpkg) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

P�(z) =
1X
k=0

pkz
k =M(z�) : (16.10)

�¤¥±¼ z { ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«®. �¿¤ (10) ±µ®¤¨²±¿, ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥,

¤«¿ jzj � 1. �°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³ª¶¨¨ ®¡« ¤ ¾² ±¢®©±²¢ ¬¨,   «®-

£¨·»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©, ª®²®°»¥ «¥£ª®

¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ´³ª-

¶¨¿¬¨: ¥±«¨ z = eit, ²®

'�(t) = P�(z) = P�(e
it) :

� §¢ ¨¥ "¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³ª¶¨¿" ±¢¿§ ® ±® ±«¥¤³¾¹¨¬ ¥¥ ±¢®©-

±²¢®¬:

pk = P (� = k) =
1

k!

dk

dzk
P�(z)jz=0 : (16.11)

�³ª¶¨¿ P�(z) ¯°®¨§¢®¤¨² ¢¥°®¿²®±²¨ pk ¯® ´®°¬³«¥ (11).
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�±«¨ ¬» ° ¡®² ¥¬ ± ¬®¬¥² ¬¨, ²® ¡®«¥¥ ³¤®¡® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼

¯°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¬¥²®¢:

M�(t) =M(et�) : (16.12)

�®¦¥² ±«³·¨²¼±¿, ·²® M�(t) ±³¹¥±²¢³¥² ²®«¼ª® ¯°¨ t = 0. �±«¨

M�(t) < 1 ¤«¿ ¢±¥µ jtj � r, £¤¥ r > 0, ²® ±³¹¥±²¢³¾² ¢±¥ ¬®-

¬¥²», ®¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²®

±«¥¤³¾¹¨©   «®£ ´®°¬³« (6) ¨ (11):

dk

dtk
M�(t)jt=o =M(�k) : (16.13)

1.16.3 �¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ 

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¢ °¨ ²®¢ ���. �®-

ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥® ²®«¼ª® ¢ ¯°®±²¥©¸¥© ±¨²³ ¶¨¨, ª®£-

¤  ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥-

¤¥«¥»µ ¢¥«¨·¨. � ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ±«³· ¿µ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¯®-

±³¹¥±²¢³, ²® ¦¥, ® ²¥µ¨·¥±ª¨ ²°³¤¥¥.

�¥®°¥¬  4 . �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±.¢. f�ng ³¤®¢«¿²¢®°¿¥²
³±«®¢¨¿¬:

1) f�ng { ¥§ ¢¨±¨¬»,

2) f�ng { ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»,

3) ±³¹¥±²¢³¾² ª®¥·»¥ M(�1) = a ¨ D(�1) = �2.

�®£¤  ª ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¯°¨¬¥¨¬  ���. �®«¥¥ ²®·-

®, ¥±«¨

S�n =
�1 + : : :+ �n � na

�
p
n

;

²®

FS�

n

(x)! �(x) ; n!1 :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ µ -

° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¤®-

±² ²®·® ¤®ª § ²¼, ·²®

'S�

n

(t)! e�
1
2
t2 ; n!1 :
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� ¯¨¸¥¬ S�n ¢ ¢¨¤¥

S�n =
nX

k=1

�k � a

�
p
n

=
1p
n

nX
k=1

��k :

�® ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬» ±.¢. f��kg { .®.°. ¨ M(��k) = 0, D(��k) = 1.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ' µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ±.¢. ��1. �®£¤  ¢

±¨«³ ´®°¬³«» (7) ¨¬¥¥¬

'(t) = 1� 1

2
t2 + o(t2)

¯°¨ t! 0. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±.¢. S�n ¨¬¥¥² ¢¨¤ (±¬®²°¨

±¢®©±²¢  5 ¨ 6)

'S�

n

(t) =

2
4'

0
@ tp

n

1
A
3
5n :

�±¯®«¼§³¿ ° §«®¦¥¨¥ ¤«¿ ', ¯®«³· ¥¬ ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬

t 2 R1

'S�

n

(t) =

2
41� 1

2
t2 � 1

n
+ o(

t2

n
)

3
5n ! e�

1
2
t2 :

�¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�§ ¯®±«¥¤¥© ²¥®°¥¬» ¬» ¯®«³· ¥¬ ª ª ±«¥¤±²¢¨¥ ¨²¥£° «¼-

³¾ ²¥®°¥¬³ �³ ¢°  { � ¯« ± . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ "k = 1, ¥±«¨

¢ k-¬ ¨±¯»² ¨¨ ¡»« ³±¯¥µ ( ½²® ¯°®¨±µ®¤¨² ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p),

¨ "k = 0 { ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �®£¤  Sn = "1 + : : : + "n ¥±²¼

·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ n ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨¿µ. �.¢. f"kg { .®.°.,

M("k) = p, D("k) = p(1 � p). �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® M(Sn) = np,

D(Sn) = np(1� p). �ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥

¤«¿ ®°¬¨°®¢ ®© ±³¬¬»:

S�n =
Sn � npq
np(1� p)

:

�°¨¬¥¿¿ ²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ³¾ ²¥®°¥¬³, ¯®«³· ¥¬, ·²® S�n ¨¬¥-

¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±² ¤ °²®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥.

�»¸¥ ¬» ¤®ª § «¨ ��� ¯°¨ ¤®¢®«¼® ¦¥±²ª¨µ ³±«®¢¨¿µ. � «¥¥

¬» ¯®¯»² ¥¬±¿ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®¡º¿±¨²¼, ¢ ª ª¨µ ¨¬¥®
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±¨²³ ¶¨¿µ ±«¥¤³¥² ®¦¨¤ ²¼ ®°¬ «¼®¥ ¯°¥¤¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

¤«¿ ®°¬¨°®¢ »µ ±³¬¬ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨.

�³±²¼ f�kg { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥-

«¨·¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¾² ª®¥·»¥ M(�k) = ak ¨

D(�k) = �2k. � ª ¨ ° ¥¥, ®¡° §³¥¬ ±³¬¬» Sn = �1 + : : : + �n.

�®£¤  M(Sn) = a1 + : : : + an = An ¨ (¢ ±¨«³ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨)

D(Sn) = �21 + : : :+ �2n = B2
n. �¯°¥¤¥«¨¬ ®°¬¨°®¢ ³¾ ±³¬¬³

S�n =
Sn �An

Bn

=
nX

k=1

�kn ; (16.14)

£¤¥ �kn = (�k � ak)=Bn; k = 1; n, ¥±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©»¥

¢¥«¨·¨», ¤«¿ ª®²®°»µ M(�kn) = 0; D(�kn) = �2kn ¨
nP

k=1
�2kn = 1.

�¥®°¥¬  5 . �³±²¼ ¤«¿ «¾¡®£® n ¬» ¨¬¥¥¬  ¡®° f�nkg ¥§ ¢¨±¨-
¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ² ª¨µ, ·²® M(�kn) = 0, D(�kn) = �2kn ¨

nP
k=1

�2kn = 1. �±«¨ ¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥

P ( max
1�k�n

j�knj > ")! 0; n!1 ; (16.15)

¨«¨, ½ª¢¨¢ «¥²®,

nX
k=1

P (j�knj > ")! 0; n!1 ; (16.16)

²® ¯°¨¬¥¨¬  ���, ².¥.

P (�1n + : : :+ �nn < x)! �(x) ; n!1 :

�²® ®¤  ¨§  ¨¡®«¥¥ ®¡¹¨µ ´®°¬ ���. �¬»±« ³±«®¢¨¿ (15) ±®-

±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ±« £ ¥¬»µ �kn ±³¬¬» S�n = �1n+: : :+�nn
¢®±¨² ¬ «»© ¢ª« ¤ ¯® ±° ¢¥¨¾ ±® ¢±¥© ±³¬¬®© S�n. � ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ½²®  ¨¡®«¥¥ ¿± ¿ ¨ ¯°®±² ¿ ´®°¬  ���. �®

¢ °¥ «¼»µ § ¤ · µ ¯°®¢¥°¨²¼ ³±«®¢¨¥ (15) ¡»¢ ¥² ¤®¢®«¼® ²°³¤-

®. �¨¦¥ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¤°³£¨¥ ´®°¬³«¨°®¢ª¨, ª®²®°»¥ ±®¤¥°¦ ²

¡®«¥¥ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥¬»¥ ³±«®¢¨¿. �±² ²¨, ½²¨ ²¥®°¥¬» ¯®¿¢¨«¨±¼

¨±²®°¨·¥±ª¨ ° ¼¸¥ ¨ ¯®¬®£«¨ ¯°®¿±¨²¼ ±³²¼ ���.
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�¥®°¥¬  (�¨¤¥¡¥°£, 1924). �³±²¼ ¢¢¥¤¥» ²¥ ¦¥ ®¡®§ ·¥¨¿,

·²® ¨ ° ¼¸¥. �±«¨ f�kng { ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¨

¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥ �¨¤¥¡¥°£ : 8" > 0

nX
k=1

Z
jxj>"

x2dFkn(x)! 0 ; n!1 : (16.17)

£¤¥ Fkn(x) = P (�kn < x), ²® ¯°¨¬¥¨¬  ���, ².¥.

P (�1n + : : :+ �nn < x)! �(x) ; n!1 :

�±«®¢¨¥ (17) «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ³±«®¢¨¿ (16) ± ¯®¬®¹¼¾   «®£ 

¥° ¢¥±²¢  �¥¡»¸¥¢ .

�¥®°¥¬  (�¿¯³®¢, 1900). �³±²¼ f�kg { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¾² ª®¥·-

»¥ M(�k) = ak, D(�k) = �2k ¨ �k = M(j�k � akj3). �¡®§ ·¨¬ Sn =

�1+ : : :+ �n, An =M(Sn) = a1+ : : :+an, B
2
n = D(Sn) = �21+ : : :+�

2
n

¨ Cn = �1 + : : :+ �n. �±«¨ ¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥ �¿¯³®¢ 

Cn

B
3=2
n

! 0 ; n!1 ; (16.18)

²® ¯°¨¬¥¨¬  ���, ².¥. ¤«¿ S�n = (Sn �An)=Bn

P (S�n < x)! �(x) :

�°¥¨¬³¹¥±²¢® ¯®±«¥¤¥© ²¥®°¥¬» ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢ ³±«®¢¨¥

(18) ¢µ®¤¿² ²®«¼ª® ¬®¬¥²» ®²¤¥«¼»µ ±« £ ¥¬»µ, ¢»·¨±«¿²¼ ª®-

²®°»¥ ¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ ®¡»·® ¤®¢®«¼® «¥£ª®.

�® ¢±¥µ ±´®°¬³«¨°®¢ »µ ¢»¸¥ ²¥®°¥¬ µ ¯°¨±³²±²¢³¥² ³±«®-

¢¨¥ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ½²® ³±«®-

¢¨¥ ¬®¦® § ·¨²¥«¼® ®±« ¡¨²¼ ¨ ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ±« £ ¥¬»¥

¢ ±³¬¬¥ ¡»«¨ § ¢¨±¨¬» ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ ±« ¡®.

� °¿¤³ ± ��� ¨ ²¥®°¥¬®© �³ ±±®  ® ±µ®¤¨¬®±²¨ ª ¯³ ±±®®¢-

±ª®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ ¢ ±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ��� ¥±²¼  ¨¡®«¥¥ · ±²®
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¯°¨¬¥¿¥¬»© °¥§³«¼² ² ¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ. �» ¯°®¨««¾±²-

°¨°³¥¬, ª ª ½²® ¤¥« ¥²±¿,   ¯°¨¬¥°¥ ®¤®© § ¤ ·¨ ¨§ ²¥®°¨¨ ±²° -

µ®¢ ¨¿.

�°¨¬¥°. �¥ª®²®° ¿ ±²° µ®¢ ¿ ª®¬¯ ¨¿ ¯°®¤ «  100 ±²° µ®-

¢»µ ¯®«¨±®¢, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®£®¢®° ±²° -

µ®¢ ¨¿ ®² ¥±· ±²®£® ±«³· ¿ ¨ ±¬¥°²¨. �°¨  ±²³¯«¥¨¨ ¥-

±· ±²®£® ±«³· ¿ «¨¶³, ³ª § ®¬³ ¢ ¤®£®¢®°¥, ¢»¯« ·¨¢ ¥²±¿ ±³¬-

¬  100 000 °³¡«¥©,   ¢ ±«³· ¥ ±¬¥°²¨ § ±²° µ®¢ ®£® ¢»¯« ·¨¢ -

¥²±¿ ±³¬¬  10 000 000 °³¡«¥©. � ª®¢  ¤®«¦  ¡»²¼ ±²®¨¬®±²¼ ² -

ª®£® ¯®«¨± , ·²®¡» ¢¥°®¿²®±²¼ ¡¥§³¡»²®·®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ª®¬-

¯ ¨¨ ¡»«  ¥ ¬¥¥¥ 0.95? �®¡° »© ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© ¬ ²¥°¨ «

¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤«¿ ²®© £°³¯¯» «¨¶, ª®²®°®© ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤  ¿

±²° µ®¢ª , ¢¥°®¿²®±²¼ ¥±· ±²®£® ±«³· ¿ ° ¢  0.001,   ¢¥°®¿²-

®±²¼ ±¬¥°²¨ ° ¢  0.0001.

�¥¸¥¨¥. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¢»¯« ²» Xk ¯® k-¬³ ¯®«¨±³ ¯°¥¤-

±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±.¢. ±® ±«¥¤³¾¹¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬:

Xk =

8>>><
>>>:
107 ; ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 10�4 ;

105 ; ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 10�3 ;

0 ; ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 0:9989 :

�±«¨ ¯°¥¥¡°¥·¼ ±«³· ¿¬¨ ª ª¨µ-«¨¡® ª ² ±²°®´, ½¯¨¤¥¬¨© ¨ ².¯.,

²® ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® fXkg { .®.°.±.¢. �¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼,

·²® a = M(Xk) = 1010,   �2 = D(Xk) � 1010. �³±²¼ ±²®¨¬®±²¼

±²° µ®¢ª¨ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨  b, ª®²®°³¾ ¥®¡µ®¤¨¬® ®¯°¥¤¥«¨²¼. �®£-

¤  ®¡¹ ¿ ±®¡°  ¿ ± § ±²° µ®¢ »µ ±³¬¬  ° ¢  nb = 100b,  

±³¬¬ °»¥ ¢»¯« ²» ¯® ¯°®¤ »¬ ¯®«¨± ¬ ° ¢» Sn = X1+ : : :+

Xn. �®¬¯ ¨¿ ¯®¥±¥² ³¡»²ª¨, ¥±«¨ (Sn > nb). �¥°®¿²®±²¼ ½²®£®

±®¡»²¨¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ¥ ¡®«¥¥ 0.05. �»·¨±«¨¬ ½²³ ¢¥°®¿²®±²¼ ¢

 ¸¥© § ¤ ·¥:

P (Sn > nb) = P

0
@Sn � na

�
p
n

>
n(b� a)

�
p
n

1
A � 1� �

  
b� a

�

!p
n

!
:

�°¨° ¢¨¢ ¿

1� �

  
b� a

�

!p
n

!
= 0:05 ;
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 µ®¤¨¬ ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ·²®

(b� a)

�

p
n = 1:64 :

�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬

b = a+ 1:64
�p
n
= 1010 + 1:64

105

10
= 17410 :

1.17 �¥¯¨ � °ª®¢ 

�® ±¨µ ¯®° ¬» ¨§³· «¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³-

· ©»µ ¢¥«¨·¨. �® ¯®¢¥¤¥¨¥ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬ ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥²

¢°¥¬¥¨ § ¢¨±¨², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®² ¯°¥¤»±²®°¨¨ ¯°®¶¥±± , ¢ ¯°®±-

²¥©¸¥¬ ±«³· ¥ { ®² ±®±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬» ¢ ¤ »© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨.

�²® ¯°¨¢®¤¨²  ± ª ¯®¿²¨¾ ¶¥¯¨ � °ª®¢ . �¯¥°¢»¥ ¬®¤¥«¨ ² -

ª®£® ²¨¯   · « ¨§³· ²¼ ¨§¢¥±²»© °®±±¨©±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª  ª ¤¥-

¬¨ª �¤°¥© �¤°¥¥¢¨· � °ª®¢, ¢ ·¥±²¼ ª®²®°®£® ®¨ ¨ ¯®«³·¨«¨

±¢®¥  §¢ ¨¥.

1.17.1 �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢ 

�¯°¥¤¥«¥¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢  ³¦¥ ¡»«® ¤ ® ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨©. �«¿ ³¤®¡±²¢  ¬» ¯®¢²®-

°¨¬ ¥£®, ® ³¦¥ ¢ ²¥°¬¨ µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 . �¥¯¼¾ � °ª®¢   §»¢ ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ±.¢. fXn; n � 0g, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿ ¢ ª®¥·®¬ ¨«¨

±·¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ X = fx1; x2; : : :g, ² ª ¿, ·²® 8n � 1,

8xi0; : : : ; xin 2 X
P (Xn = xinjX0 = xi0; : : : ; Xn�1 = xin�1

) =

P (Xn = xnjXn�1 = xin�1
) : (17.1)

�®¦¥±²¢® X  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© ¶¥¯¨

� °ª®¢ ,   ¢¥°®¿²®±²¨

P
(n)
ij := P (Xn = xjjXn�1 = xi) (17.2)
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 §»¢ ¾²±¿ ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ ¯¥°¥µ®¤    n-¬ ¸ £¥.

� ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥©

P
(0)
i = P (X0 = xi) ; xi 2 X ; (17.3)

®¯°¥¤¥«¿¥²  · «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢ .

�® ¬®£¨µ § ¤ · µ ¥®¡µ®¤¨¬® § ²¼ ² ª¦¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

¶¥¯¨   n-¬ ¸ £¥, ².¥. ¢¥°®¿²®±²¨

P
(n)
i = P (Xn = xi) ; xi 2 X ; (17.4)

¨ ¢¥°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤  §  m ¸ £®¢

P
(n)
ij (m) = P (Xn�1+m = xjjXn�1 = xi) : (17.5)

�«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ®¡®§ ·¥¨© ¬» ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ ª ª ¨ ° ¼¸¥ P
(n)
ij (1) =

P
(n)
ij .

�¥£ª® ¯®ª § ²¼ (§ ¤ · !), ·²® ¢¥°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤  ®¡« ¤ ¾²

±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨: ¤«¿ «¾¡»µ  ²³° «¼»µ m;n; i; j

1) P
(n)
ij (m) � 0 ,

2)
P
j
P

(n)
ij (m) = 1.

�±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ ³¬®¦¥¨¿ ¨ ´®°¬³«³ ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨,

¥²°³¤® ¤®ª § ²¼ (§ ¤ · !) ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿: 8n �
1; 8xi0; : : : ; xin 2 X
P (X0 = xi0; X1 = xi1; : : : ; Xn = xin) = P

(0)
i0 � P (1)

i0i1 � : : : � P
(n)
in�1in (17.6)

¨

P
(n)
j =

X
i

P
(0)
i P

(1)
ij (n) : (17.7)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¿  · «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¬ ²°¨¶» ¯¥°¥-

µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥©, ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²®±²¨ «¾¡»µ ±®-

¡»²¨©, ±¢¿§ »µ ± ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ¶¥¯¨ � °ª®¢ . �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¤®-

±² ²®·® § ²¼ ¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤  §  ®¤¨ ¸ £. �¥©±²¢¨²¥«¼®,

¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥ (§ ¤ · !): 8n;m1;m2; i; j � 1

P
(n)
ij (m1 +m2) =

X
k

P
(n)
ik (m1) � P (n+m1)

kj (m2) ; (17.8)
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®²ª³¤  ±«¥¤³¥²

P
(n)
ij (m) =

X
k1

� � � X
km�1

P
(n)
ik1
� � �P (n+m�1)

km�1j
: (17.9)

�¥¯¼ � °ª®¢   §»¢ ¥²±¿ ®¤®°®¤®© (¯® ¢°¥¬¥¨), ¥±«¨ ¢¥-

°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤  ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥   ª ¦¤®¬ ¸ £¥, ².¥.

8n � 1 P
(n)
ij = Pij. �±¾¤³ ¤ «¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª®

² ª¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢ . � ½²®¬ ±«³· ¥ ´®°¬³«» (6), (7) ¨ (8) ¬®¦®

¯¥°¥¯¨± ²¼ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

P (X0 = xi0; X1 = xi1; : : : ; Xn = xin) = P
(0)
i0 �Pi0i1 � : : : �Pin�1in ; (17.10)

P
(n)
j =

X
i

P
(0)
i Pij(n) ; (17.11)

Pij(m1 +m2) =
X
k

Pik(m1) � Pkj(m2) : (17.12)

�®±«¥¤¥¥ ±®®²®¸¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ � °ª®¢ .

�±¯®«¼§³¿ ¬ ²°¨·»¥ ®¡®§ ·¥¨¿

P (n) = (P
(n)
1 ; P

(n)
2 ; : : :); P (n) = (Pij(n)); P := P (1);

¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ±®®²®¸¥¨¿ (11) ¨ (12) ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

P (n) = P (0) � P (n) ; (17.13)

P (m+ n) = P (m) � P (n) : (17.14)

�§ ¯®±«¥¤¥£® ±®®²®¸¥¨¿ ¯®«³· ¥¬, ·²®

P (n) = P n : (17.15)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¯®«®£® ®¯¨± ¨¿ ®¤®°®¤®© ¶¥¯¨ � °ª®-

¢  ¤®±² ²®·® § ²¼  · «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤ 

§  ®¤¨ ¸ £.

�«¿   «¨§  ¤¨ ¬¨ª¨ ¶¥¯¨ � °ª®¢  ¯®«¥§® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ £° ´,

¯®±²°®¥»© ¯® ¬ ²°¨¶¥ P ¯¥°¥µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥© §  ®¤¨ ¸ £.

�£® ¢¥°¸¨ ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨© X.

�±«¨ Pij > 0, ²® ¯°®¢®¤¨¬ ®°¨¥²¨°®¢ ®¥ °¥¡°®, ¢¥¤³¹¥¥ ¨§
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i ¢ j. �°¨¬¥°» ¯°¨¬¥¥¨¿ ½²®£® ¯®¿²¨¿ ¤«¿   «¨§  ¯®¢¥¤¥¨¿

¶¥¯¨ � °ª®¢  ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ¨¦¥.

� § ª«¾·¥¨¥ ½²®£® ° §¤¥«  ° ±±¬®²°¨¬ ª« ±±¨·¥±ª³¾ § ¤ -

·³ ® ° §®°¥¨¨ ¨£°®ª , ª®²®° ¿ ¢¯¥°¢»¥ ¡»«  ±´®°¬³«¨°®¢  

¥¹¥ �¾©£¥±®¬ ¢ 1656 £®¤³ ¨ ª®²®°®© ¨²¥°¥±®¢ «¨±¼ ¬®£¨¥ ¨§-

¢¥±²»¥ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢ ¯°®¸«®¬. �¢  ¨£°®ª  ¨£° ¾² ¢ ¥ª®²®°³¾

¨£°³, ¢ ª®²®°®© ¯¥°¢»© ¨£°®ª ¢»¨£°»¢ ¥² ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p ¨

¯°®¨£°»¢ ¥² ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ q = 1� p; 0 < p < 1. �®², ª²® ¢»¨£-

° «, ¯®«³· ¥² ®² ¯°®¨£° ¢¸¥£® ®¤³ ¥¤¨¨¶³ ¥£® ª ¯¨² « . �£°®ª¨

¢±²³¯ ¾² ¢ ¨£°³, ¨¬¥¿   °³ª µ ±³¬¬ °»© ª ¯¨² « ¢¥«¨·¨» a:

z { ³ ¯¥°¢®£® ¨£°®ª  ¨ a�z { ³ ¢²®°®£®. �£°  § ª ·¨¢ ¥²±¿, ª®£¤ 
®¤¨ ¨§ ¨£°®ª®¢ ¯®«®±²¼¾ ° §®°¨²±¿. �¥²°³¤® ¯®ª § ²¼ (§ ¤ -

· !), ·²® ¨£°  § ª®·¨²±¿ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1 §  ª®¥·®¥ (® ±«³-

· ©®¥) ¢°¥¬¿. �¥®¡µ®¤¨¬® ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²®±²¨ ° §®°¥¨¿ ¤«¿

ª ¦¤®£® ¨§ ¨£°®ª®¢. �®£¨¥ ½ª®®¬¨·¥±ª¨¥ § ¤ ·¨ ¬®¦® ±¢¥±²¨

ª § ¤ ·¥ ¯®¤®¡®£® ²¨¯ .

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ qz ¢¥°®¿²®±²¼ ° §®°¥¨¿ ¯¥°¢®£® ¨£°®ª , ¥±«¨

®  ·¨ ¥² ¨£°³, ¨¬¥¿   °³ª µ ª ¯¨² « z; 0 < z < a. �® ±¬»±«³

§ ¤ ·¨ ¥±²¥±²¢¥® ¤®®¯°¥¤¥«¨²¼ q0 = 1 ¨ qa = 0. �²® ²¨¯¨·-

 ¿ § ¤ ·  ® ¶¥¯¨ � °ª®¢ . �»¤¥«¨¬ ®¤®£® ¨§ ¨£°®ª®¢,  ¯°¨¬¥°

¯¥°¢®£®. � ¬®¦¥²  µ®¤¨²¼±¿ ¢ ®¤®¬ ¨§ ±®±²®¿¨© z; 0 � z � a.

�®±«¥ ª ¦¤®© ¨£°» ® ¯¥°¥µ®¤¨² «¨¡® ¢ ±®±²®¿¨¥ z � 1 ± ¢¥°®¿²-

®±²¼¾ q, «¨¡® ¢ ±®±²®¿¨¥ z+1 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p, ¥±«¨ 0 < z < a.

�®¯ ¢ ¢ ±®±²®¿¨¥ 0 ¨«¨ a, ®  ¢±¥£¤  ¢ ¥¬ ®±² ¥²±¿. �¥®¡µ®¤¨-

¬®  ©²¨ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯®¯ ¤ ¨¿ ¢ ±®±²®¿¨¥ 0, ¥±«¨ ¬»  ·¨ ¥¬

¤¢¨¦¥¨¥ ¨§ ±®±²®¿¨¿ z.

�.ª.   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ²³ ¦¥ § ¤ ·³ (®¤®°®¤ ¿ ¶¥¯¼

� °ª®¢ !), ® ± ° §»¬¨ z, ²® ¢ ±¨«³ ´®°¬³«» ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨

¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:

qz = pqz+1 + qqz�1 ; 0 < z < a� 1 : (17.16)

�°®¬¥ ²®£®, ¢ £° ¨·»µ ²®·ª µ ¬» ¨¬¥¥¬

q0 = 1 ; qa = 0 : (17.17)
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�®®²®¸¥¨¥ (16) ¥±²¼ ®¤®°®¤®¥ ° §®±²®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£®

¯®°¿¤ª . �°¨ p 6= q ®® ¨¬¥¥² ¤¢  ¥§ ¢¨±¨¬»µ · ±²»µ °¥¸¥¨¿:

qz � 1 ¨ qz = (q=p)z (¯°®¢¥°¨²¼!). �®£¤  ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

qz = A+B(q=p)z :

�±¯®«¼§³¿ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ (17), ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬

qz =
(q=p)a � (q=p)z

(q=p)a � 1
: (17.18)

�«¿ p = q ³° ¢¥¨¥ (16) ¨¬¥¥² ¥§ ¢¨±¨¬»¥ · ±²»¥ °¥¸¥¨¿

qz � 1 ¨ qz = z (¯°®¢¥°¨²¼!). �²® ¯°¨¢®¤¨²  ± ª °¥¸¥¨¾

qz = 1� z

a
: (17.19)

1.17.2 �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ±®±²®¿¨©

� «¥¥ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ª®¥·-

»¥ ®¤®°®¤»¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢ , ².¥. ² ª¨¥, ³ ª®²®°»µ ¬®¦¥±²¢®

X = fx1; x2; : : : ; xrg ª®¥·®.
�¥°®¿²®±²»¥ ±¢®©±²¢  ±¨±²¥¬ ¯°®¿¢«¿¾²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨,

ª®£¤  ¬»  ¡«¾¤ ¥¬ §  ¨¬¨ ¤®±² ²®·® ¤®«£o ¨ ±«¥¤¨¬ §  ²¥¬,

ª ª · ±²® ¯°®¨±µ®¤¿² ²¥ ¨«¨ ¨»¥ ±®¡»²¨¿. � ±¨«³ ½²®£®  ± ¡³¤³²

¨²¥°¥±®¢ ²¼  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¶¥¯¥© � °ª®¢ . � ½²®©

²®·ª¨ §°¥¨¿ ° §»¥ ±®±²®¿¨¿ ¶¥¯¨ ®¡« ¤ ¾² ¥®¤¨ ª®¢»¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨. �®½²®¬³ ¬»  ·¥¬ ¨§«®¦¥¨¥  ¸¥© ²¥®°¨¨ ± ª« ±-

±¨´¨ª ¶¨¨ ±®±²®¿¨©. �«¿ ½²®© ¶¥«¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ®·¥¼ ¯®«¥§»¬

¢¢¥¤¥®¥  ¬¨ ° ¥¥ ¯®¿²¨¥ £° ´  ¶¥¯¨ � °ª®¢ , ².ª. ®® ¯®§-

¢®«¿¥² ¯°¥¤±² ¢¨²¼  £«¿¤® ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ¯®¿²¨¿.

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ±®±²®¿¨¥ j ¤®±²¨¦¨¬® ¨§ ±®±²®¿¨¿ i,

¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² n � 1, ² ª®¥, ·²® Pij(n) > 0. �®±²®¿¨¿ i ¨ j

 §»¢ ¾²±¿ ±®®¡¹ ¾¹¨¬¨±¿, ¥±«¨ i ¤®±²¨¦¨¬® ¨§ j,   j ¤®-

±²¨¦¨¬® ¨§ i. �®±²®¿¨¥ i  §»¢ ¥²±¿ ¥±³¹¥±²¢¥»¬, ¥±«¨

¬®¦®  ©²¨ ±®±²®¿¨¥ j ¨ ·¨±«® n0 � 1, ² ª¨¥, ·²® Pij(n0) > 0,

® Pji(n) = 0; 8n � 1. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ±®±²®¿¨¥  §»¢ ¥²±¿

±³¹¥±²¢¥»¬.
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�±¥ ±®±²®¿¨¿ ®¡º¥¤¨¿¾²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® § ¬ª³²»µ

ª« ±±®¢. �³²°¨ ®¤®£® ª« ±±  ¢±¥ ±®±²®¿¨¿ ±®®¡¹ ¾²±¿, ® ½²®

¥ ² ª ¤«¿ ±®±²®¿¨© ¨§ ° §»µ ª« ±±®¢. �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£®

¯°®¢®¤¨²±¿ ¤®±«®¢® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ª« ±±®¢ ±¬¥¦-

®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® «¨¥©®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . �¥¯¼ � °ª®¢   -

§»¢ ¥²±¿ ¥° §«®¦¨¬®©, ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥² ®¤¨ § ¬ª³²»© ª« ±±

±³¹¥±²¢¥»µ ±®±²®¿¨©, ¨ ° §«®¦¨¬®© { ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

�®±²®¿¨¥ i  §»¢ ¥²±¿ ¯®£«®¹ ¾¹¨¬, ¥±«¨ Pii = 1. �®¯ ¢ ¢

² ª®¥ ±®±²®¿¨¥, ¬» ®±² ¥¬±¿ ¢ ¥¬  ¢±¥£¤ . �®£«®¹ ¾¹¥¥ ±®-

±²®¿¨¥ ®¡° §³¥² ®²¤¥«¼»© § ¬ª³²»© ª« ±±.

�¥±³¹¥±²¢¥®¥ ±®±²®¿¨¥ ®¡« ¤ ¥² ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® ± ¢¥°®-

¿²®±²¼¾ 1 ¬» ª®£¤ -²® ¢ ®·¥°¥¤®© ° § ¢»©¤¥¬ ¨§ ½²®£® ±®±²®¿-

¨¿ ¨ ¡®«¼¸¥ ¢ ¥£® ¥ ¢¥°¥¬±¿ (§ ¤ · !). �®½²®¬³ ®® ¨ ¿¢«¿¥²±¿

¥±³¹¥±²¢¥»¬ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¶¥-

¯¨.

�®¯ ¢ ¢ ®¤¨ ¨§ § ¬ª³²»µ ±³¹¥±²¢¥»µ ª« ±±®¢, ¬» ¤ «¥¥

¯°®¤®«¦ ¥¬ ¤¢¨¦¥¨¥ ²®«¼ª® ¢ ¥¬. �²® ®§ · ¥², ·²® ¶¥¯¼ � °-

ª®¢  ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ "¥-

§ ¢¨±¨¬»µ" ¶¥¯¥©. �®½²®¬³ ¤®±² ²®·® ¨§³·¨²¼ ²®«¼ª® ¶¥¯¨ � °-

ª®¢  ± ®¤¨¬ § ¬ª³²»¬ ª« ±±®¬.

�¥°¨®¤®¬ ±®±²®¿¨¿ i  §»¢ ¥²±¿  ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼

di ·¨±¥« n, ¤«¿ ª®²®°»µ Pii(n) > 0. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ ±®-

±²®¿¨¿ ¢³²°¨ ®¤®£® § ¬ª³²®£® ª« ±±  ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥

¯¥°¨®¤ d, ª®²®°»©  §»¢ ¾² ¯¥°¨®¤®¬ ¤ ®£® ª« ±± . �« ±±  -

§»¢ ¾²  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬, ¥±«¨ ¤«¿ ¥£® d = 1. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨©

ª« ±± ° §¡¨¢ ¥²±¿   d � 2 ¯®¤ª« ±±®¢, ª®²®°»¥ ¬®¦® ³¯®°¿¤®-

·¨²¼ ² ª, ·²® §  ®¤¨ ¸ £ ¢®§¬®¦» ¯¥°¥µ®¤» ²®«¼ª® ¨§ ®¤®£®

¯®¤ª« ±±  ¢ ±®±¥¤¨©.

1.17.3 �°¥¤¥«¼»¥ ²¥®°¥¬» ¤«¿ ¶¥¯¥© � °ª®¢ 

�®«¼¸¨±²¢® °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬ ¢¥¤³² ±¥¡¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ ¯°®¨±µ®¤¿² ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¯¥°¥µ®¤-

»¥ ¿¢«¥¨¿, ® ·¥°¥§ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨

±¨±²¥¬  ¢»µ®¤¨²   ±² ¶¨® °»© °¥¦¨¬ ¨ ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨
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±² ¡¨«¨§¨°³¾²±¿. �±«¨ ¤¨ ¬¨ª  ² ª®© ±¨±²¥¬» ¨±±«¥¤³¥²±¿ ¢

° ¬ª µ ²¥®°¨¨ ¶¥¯¥© � °ª®¢ , ²®  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ®²¢¥²¨²¼   ±«¥-

¤³¾¹¨¥ ¢®¯°®±»: ·²® ² ª®¥ ±² ¶¨® °»© °¥¦¨¬ ¤«¿ ¶¥¯¨ � °ª®-

¢  ¨ ·²® ®§ · ¥² ¢»µ®¤ ¶¥¯¨ ¢ ¯°¥¤¥«¥   ±² ¶¨® °»© °¥¦¨¬?

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 . � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© Q = (q1; q2; : : : ; qr)

  ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨© X  §»¢ ¥²±¿ ±² ¶¨® °»¬ ¤«¿

®¤®°®¤®© ¶¥¯¨ � °ª®¢  ± ¬ ²°¨¶¥© P = (Pij) ¢¥°®¿²®±²¥© ¯¥-

°¥µ®¤  §  ®¤¨ ¸ £, ¥±«¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±®®²®¸¥¨¥

Q = Q � P ; (17.20)

¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡®,

qj =
X
i

qiPij : (17.21)

�±«¨ ¢§¿²¼ ² ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®£®, ².¥. P (0) =

Q, ²® ¢ ±¨«³ ´®°¬³« (13) ¨ (15) ¨¬¥¥¬

P (n) = P (0)P (n) = QP n = Q :

� ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢    n-¬ ¸ £¥ ¡³¤¥² ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ¥¥

 · «¼»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬, ².¥. ¥ ¡³¤¥² ¬¥¿²¼±¿ ±® ¢°¥¬¥¥¬.

�® ¨¬¥® ½²® ¨ ®§ · ¥² ±² ¶¨® °®±²¼ ±¨±²¥¬».

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3 . �¥¯¼ � °ª®¢   §»¢ ¥²±¿ ½°£®¤¨·¥±ª®©, ¥±«¨

¤«¿ «¾¡®£®  · «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ P (0)
±³¹¥±²¢³¾² ¯°¥¤¥«»

�j = lim
n!1

P
(n)
j (17.22)

¨ ¯°¥¤¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � = (�1; : : : ; �r) ¥ § ¢¨±¨² ®²  · «¼-

®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. � · ±²®±²¨, ¤«¿ «¾¡»µ i; j ±³¹¥±²¢³¾² ´¨-

 «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨

�j = lim
n!1

Pij(n) : (17.23)

� ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥ ¬»  ·¨ ¥¬ ¤¢¨¦¥¨¥ ¨§ ´¨ª±¨°®¢ ®£®

±®±²®¿¨¿ xi, ².¥. P (X0 = xi) = P
(0)
i = 1.
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� ¯®¬¨¬, ·²® ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ª®¥·»¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢ .

�®£¤  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¯°¥¤¥«®¢ (22) ¨ (23) £ ° ²¨°³¥², ·²® ´¨-

 «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¡° §³¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© �  

X, ².¥.

�j � 0;
X
j

�j = 1 : (17.24)

�®£¤  ·¨±«® ±®±²®¿¨© ¡¥±ª®¥·®, ³±«®¢¨¥ (24) ¥®¡µ®¤¨¬® ¿¢-

® ¢¯¨± ²¼ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ½°£®¤¨·®±²¨.

�¥²°³¤® ¤®ª § ²¼ (§ ¤ · !), ·²® ´¨ «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨, ¥±«¨

®¨ ±³¹¥±²¢³¾², ®¡° §³¾² ±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ².¥.

� = � � P : (17.25)

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½°£®¤¨·®±²¨ ¶¥¯¨ � °ª®¢  ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ½²®¬

±«³· ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ²®«¼ª® ®¤® ±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥,  §»-

¢ ¥¬®¥ ½°£®¤¨·¥±ª¨¬, ¨ ®® ±®¢¯ ¤ ¥² ±  ¡®°®¬ � ´¨ «¼»µ

¢¥°®¿²®±²¥© (¯®·¥¬³?). � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ½²® ¥ ² ª.

�°¨¬¥°. �°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© X ±®±²®¨² ¨§ ·¥²»°¥µ ½«¥-

¬¥²®¢, ª®²®°»¥ ¬» ®¡®§ ·¨¬ ¨µ ®¬¥° ¬¨ 1,2,3 ¨ 4. P12 = P21 =

P34 = P43 = 1=2. �±¥ ®±² «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤  ° ¢» ³«¾.

�®«®¦¨¬ Q1 = (1=4; 1=4; 1=4; 1=4) ¨ Q1 = (1=6; 1=6; 1=3; 1=3): �¥¯®-

±°¥¤±²¢¥ ¿ ¯°®¢¥°ª  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® Q1 ¨ Q2 { ±² ¶¨® °»¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿  ¸¥© ¶¥¯¨ � °ª®¢ . �®±²°®¨¢ £° ´ ½²®© ¶¥-

¯¨, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ®  ¿¢«¿¥²±¿ ° §«®¦¨¬®©. �²® ¨ ¥±²¼ ¯°¨·¨ 

¥¥¤¨±²¢¥®±²¨ ±² ¶¨® °®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.

� ¤ · . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ° §«®¦¨¬³¾ ¶¥¯¼ � °ª®¢  ¨ Q1; : : : ;

Qk { ±² ¶¨® °»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ ª ¦¤®© ª®¬¯®¥²», ².¥.

±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ Ql ±®±°¥¤®²®·¥®   l-© ª®¬¯®¥²¥.

�®ª § ²¼, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ Q = �1Q1 + : : : �rQr, � � 0,
P
l
�l = 1,

¿¢«¿¥²±¿ ±² ¶¨® °»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¤«¿ ¢±¥© ¶¥¯¨ � °ª®¢ .

�®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ ±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢

² ª®¬ ¢¨¤¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¤®© ¨§ ¯°¨·¨ ¥½°£®¤¨·®±²¨ ¶¥¯¨ � °ª®-

¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ° §«®¦¨¬®±²¼. �°³£®© ¯°¨·¨®© ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¨-

®¤¨·®±²¼ ª« ±±  ±®±²®¿¨©. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ®¤¨ § ¬ª³²»©
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ª« ±± ± ¯¥°¨®¤®¬ d. � §®¡¼¥¬ ¥£®   d ¯®¤ª« ±±®¢, ª ª ½²® ®¯¨± ®

¢»¸¥. �®£¤  Pij(nd) > 0, ¥±«¨ i ¨ j «¥¦ ² ¢ ®¤®¬ ¯®¤ª« ±±¥, ¨

Pij(nd) = 0, ¥±«¨ i ¨ j «¥¦ ² ¢ ° §»µ ¯®¤ª« ±± µ. �²±¾¤  ¢¨¤®,

·²®, ¤¢¨£ ¿±¼ ¯® ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fndg, ¬» ¯®«³·¨¬ ° §»¥

¯°¥¤¥«» ¤«¿ ¯¥°¥µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  · «¼®-

£® ±®±²®¿¨¿. �«¿ ª®¥·»µ ¶¥¯¥© � °ª®¢  ½²¨¬ ¨ ¨±·¥°¯»¢ ¥²±¿

±¯¨±®ª ¯°¨·¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª ¥½°£®¤¨·®±²¨.

�¥®°¥¬  1 . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ª®¥·³¾ ®¤®°®¤³¾ ¶¥¯¼ � °ª®¢ ,

¢±¥ ±®±²®¿¨¿ ª®²®°®© ±®®¡¹ ¾²±¿. �®£¤  ½²  ¶¥¯¼ � °ª®¢  ¿¢-

«¿¥²±¿ ½°£®¤¨·¥±ª®©, ².¥. ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±®®²®¸¥¨¿ (22). �®«¥¥

²®£®, ¥±«¨ ·¨±«® � > 0 ² ª®¢®, ·²® 8i ¨ ¥ª®²®°®£® j0

Pij0 � � > 0 ; (17.26)

²® ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ  · «¼»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© Q1 = (q1; : : : ; qr) ¨

Q2 = (p1; : : : ; pr) ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Q
(n)
1 = (q

(n)
1 ; : : : ;

q(n)r ) ¨ Q
(n)
2 = (p

(n)
1 ; : : : ; p(n)r )   n-¬ ¸ £¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±®®²®-

¸¥¨¾
rX

j=1

jq(n)j � p
(n)
j j � 2(1� �)n ;

².¥. ½²¨ ¢¥°®¿²®±²¨ ±¡«¨¦ ¾²±¿ ¯°¨ n!1. �°£®¤¨·¥±ª®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ (20),

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬ (24).

�²¬¥²¨¬, ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ¶¥¯¼ � °ª®¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¥° §«®-

¦¨¬®© ¨  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ¡¥§ ¥±³¹¥±²¢¥»µ ±®±²®¿¨©. �®¦®

¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¶¥¯¨ ± ² ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¢±¥ ±®±²®¿¨¿

±®®¡¹ ¾²±¿ (§ ¤ · !). � ª ¿ ¶¥¯¼ � °ª®¢   §»¢ ¥²±¿ °¥£³«¿°-

®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®-¯¥°¢»µ, § ¬¥²¨¬, ·²® ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ ³±«®-

¢¨¥ (26) ¢±¥£¤  ¢»¯®«¥®, ².ª. Pij > 0 8i; j ¨ ½²¨µ ¢¥°®¿²®±²¥©

ª®¥·®¥ ·¨±«®.

� ·¥¬ ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥° ¢¥±²¢  (27), ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿

¥° ¢¥±²¢®¬ �¥°¸²¥© . �.ª. Q
(n)
1 ¨ Q

(n)
2 ¿¢«¿¾²±¿ ° ±¯°¥-
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¤¥«¥¨¿¬¨ ¢¥°®¿²®±²¥©, ²®

X
j

q
(n)
j =

X
j

p
(n)
j = 1 :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

0 =
X
j

(q
(n)
j � p

(n)
j ) =

X
j

+
(q

(n)
j � p

(n)
j ) +

X
j

�

(q
(n)
j � p

(n)
j ) :

�+ ±®¤¥°¦¨² ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ±« £ ¥¬»¥,   �� { ¥¯®«®¦¨²¥«¼»¥.

�§ ¯®±«¥¤¥£® ±®®²®¸¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²®

X
j

+
(q

(n)
j � p

(n)
j ) = �X

j

�

(q
(n)
j � p

(n)
j )

¨

Ln :=
X
j

jq(n)j � p
(n)
j j = 2

X
j

+
(q

(n)
j � p

(n)
j ) :

�  (n� 1)-¬ ¸ £¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Q
(n�1)
1 ¨ Q

(n�1)
2 . �®£¤ 

  ±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ¯®«³· ¥¬

q
(n)
j =

X
i

q
(n�1)
i Pij ; p

(n)
j =

X
i

p
(n�1)
i Pij

¨

Ln = 2
X
j

+X
i

(q
(n�1)
i � p

(n�1)
i ) � Pij :

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® q
(n)
j0 � p

(n)
j0 � 0 (¥±«¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°®²¨¢®¯®-

«®¦®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢®¤¨²±¿   «®£¨·®).

�®£¤  ¢
P
j

+ ¢±¥ j 6= j0 ¨
P
j

+Pij � (1 � �) ¤«¿ «¾¡®£® i. �±² ¢«¿¿ ¢

±³¬¬¥ ¯® i ²®«¼ª® ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ±« £ ¥¬»¥, ¯®«³· ¥¬

Ln � 2
X
j

+X
i

+
(q

(n�1)
i � p

(n�1)
i ) � Pij = 2

X
i

+
(q

(n�1)
i � p

(n�1)
i )

X
j

+
Pij

� 2(1� �)
X
i

+
(q

(n�1)
i � p

(n�1)
i ) = (1� �)Ln�1 :
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�®¢²®°¨¢ ½²® ° ±±³¦¤¥¨¥ ¥±ª®«¼ª® ° §, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¥° ¢¥±²¢³

Ln � (1� �)nL0 = (1� �)n
P
j
jq(0)j � p

(0)
j j

� (1� �)n
 P

j
q
(0)
j +

P
j
p
(0)
j

!
= 2(1� �)n :

�²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¡»«® ¯°¥¤«®¦¥® ¥¹¥ �.�. � °ª®¢»¬ ¨ ³±®-

¢¥°¸¥±²¢®¢ ® �.�. �¥°¸²¥©®¬.

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ´¨ «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ �j ±³¹¥±²¢³¾².

�³±²¼ ¬»  ·¨ ¥¬ ¤¢¨¦¥¨¥ ¨§ ±®±²®¿¨¿ i, ².¥. P
(0)
i = 1. �®£¤ 

P
(n)
j = Pij(n). �®«®¦¨¬ mj(n) = min

i
Pij(n). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

fmj(n)g ¬®®²®® ¥ ³¡»¢ ¥² ¯® n. �¥©±²¢¨²¥«¼®

mj(n) = min
i

X
k

PikPkj(n� 1) � min
i

X
k

Pikmj(n� 1) = mj(n� 1) :

� ±¨«³ ¬®®²®®±²¨ ±³¹¥±²¢³¥²

�j = lim
n!1

mj(n) :

�¡®§ ·¨¬ Mj(n) = maxi Pij. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¢¥«¨·¨ mj(n) ¨

Mj(n) ¨¬¥¥¬

mj(n) � Pij(n) �Mj(n) :

�§ ¥° ¢¥±²¢  �¥°¸²¥©  ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ (§ ¤ · !), ·²®

Mj(n) �mj(n) � 2(1� �)n ! 0 ; n!1 :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥²

lim
n!1

Pij(n) = �j :

�²¢¥°¦¤¥¨¿ ® ±² ¶¨® °®±²¨ ´¨ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ¥¤¨-

±²¢¥®±²¨ ±² ¶¨® °®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±´®°¬³«¨°®¢ » ¢»¸¥ ¢

¢¨¤¥ § ¤ ·¨.

�´®°¬³«¨°³¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢    «®£ § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«

¤«¿ ¶¥¯¥© � °ª®¢ .
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�¥®°¥¬  2 . �³±²¼ (Xn; n � 1) { ½°£®¤¨·¥±ª ¿ ¶¥¯¼ � °ª®¢  ±

´¨ «¼»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ �. �±«¨ f { ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿  

¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨© X, ²®

f(X0) + : : : f(Xn�1)

n

P!X
j

f(xj)�j :

� · ±²®±²¨, ¥±«¨ f(xj) = 1 ¤«¿ j = i0 ¨ f(xj) = 0 ¤«¿ j 6= i0,

²®

�i0(n)

n

P! �i0 ; n!1 ;

£¤¥ �i0(n) { ·¨±«® ¯®±¥¹¥¨© ±®±²®¿¨¿ i0 §  ¯¥°¢»¥ n ¸ £®¢.

� ¬¥· ¨¥. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �j ¬®¬¥² ¯¥°¢®£® ¢®§¢° ¹¥¨¿

¢ ±®±²®¿¨¥ j (¯®±«¥ ¢»µ®¤  ¨§ ¥£® ¦¥). �®«¥¥ ²®ª¨©   «¨§

¯®§¢®«¿¥² ¤®ª § ²¼, ·²® �j = 1=M(�j).

�±¾¤³ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ²®«¼ª® ª®¥·»¥

¶¥¯¨ � °ª®¢  ± ¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥¬¥¥¬. �¢®©±²¢  ¶¥¯¥© � °ª®¢ 

±® ±·¥²»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ±®±²®¿¨©,   ² ª¦¥ ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥-

¬¥¥¬ ¡³¤³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¯®§¤¥¥ ¢ ª³°±¥ ²¥®°¨¨ ±«³· ©»µ

¯°®¶¥±±®¢.

1.17.4 �°¨¬¥°»

�°¨¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢, ª®²®°»¥ ®¯¨±»¢ ¾² ±¨²³ ¶¨¨,

¡«¨§ª¨¥ ª °¥ «¼»¬.

�°¨¬¥° 1. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°³««¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾

³±¯¥µ  p ¢ ®¤®¬ ¨±¯»² ¨¨. �²® ¯°®±²¥©¸ ¿ ®¤®°®¤ ¿ ¶¥¯¼

� °ª®¢  ± ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© X = f0; 1g ¨ ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥-

µ®¤  §  ®¤¨ ¸ £

P =

0
@ 1� p p

1� p p

1
A :

�°¨¬¥° 2. � ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥  ± ¬®¦¥² ¨²¥°¥±®¢ ²¼

¯®¿¢«¥¨¥ ° §«¨·»µ ±®·¥² ¨© ±¨¬¢®«®¢   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ

¸ £ µ. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¤¢³µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¸ £®¢ ¬» ¨¬¥¥¬

·¥²»°¥ ° §«¨·»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨: x1 = (00); x2 = (01); x3 = (10),
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x4 = (11). � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ®¤®°®¤®© ¶¥¯¼¾ � °-

ª®¢  ± ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥µ®¤ 

P =

0
BBBBBB@

1� p p 0 0

0 0 1� p p

1� p p 0 0

0 0 1� p p

1
CCCCCCA

�°¨¬¥° 3. �®¬¯ ¨¿ ¯® ±²° µ®¢ ¨¾  ¢²®¬®¡¨«¥© ¯°®¢¥«  ®¡-

±«¥¤®¢ ¨¥ ±°¥¤¨ ¯®²¥¶¨ «¼»µ ª«¨¥²®¢ ¨ ¯®«³·¨«  ±«¥¤³¾¹¨¥

°¥§³«¼² ²». �§ ¢®¤¨²¥«¥©, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢  ¢ °¨¾ ¢ ²¥·¥¨¥ £®¤ , 20%

¯®¯ «¨ ¢  ¢ °¨¾ ¨ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ £®¤³. �§ ²¥µ, ª²® ¥ ¯®¯ « ¢  ¢ -

°¨¾ ¢ ²¥·¥¨¥ £®¤ , ²®«¼ª® 10% ¯®¯ «¨ ¢  ¢ °¨¾ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.

� ³¾ ±¨²³ ¶¨¾ ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ®¤®°®¤®© ¶¥¯¨

� °ª®¢  ± ¤¢³¬¿ ±®±²®¿¨¿¬¨: x1 = A; x2 = A, £¤¥ A ®¡®§ -

· ¥² ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢®¤¨²¥«¼ ¯®¯ « ¢  ¢ °¨¾, A {

¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ±®¡»²¨¥. �® ¨¬¥¾¹¨¬±¿ ¤ »¬ ¯®«³· ¥¬ ±«¥-

¤³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤ :

P =

0
@ 0:2 0:8

0:1 0:9

1
A

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ½²®¬ £®¤³ ±°¥¤¨ § ±²° µ®¢ »µ ¢®¤¨²¥-

«¥© 8% ¯®¯ «¨ ¢  ¢ °¨¾. � ª®¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©®

¢»¡° »© ¢®¤¨²¥«¼ ¯®¯ ¤¥² ¢  ¢ °¨¾ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ £®¤³?

�»  ·¨ ¥¬ ±  · «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ P (0) = (0:08; 0:92).

�®£¤ 

P (1) = P (0) � P = (0:108; 0:892) ;

².¥. ¨±ª®¬ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ° ¢  0.108.

� ©¤¥¬ ±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ½²®© § ¤ ·¥. �² ¶¨® °-

®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � = (�1; �2) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾

�P = �

¨ ³±«®¢¨¾ ®°¬¨°®¢ª¨

�1 + �2 = 1 :
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�²® ¯°¨¢®¤¨² ª ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©:
8>>><
>>>:
0:2�1 + 0:1�2 = �1 ;

0:8�1 + 0:9�2 = �2 ;

�1 + �2 = 1 :

�  ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ �1 = 1=9; �2 = 8=9.

�°¨¬¥° 4. � ±²° ¥ �§ ¨ª®£¤  ¥ ¡»¢ ¥² ¯®¤°¿¤ ¤¢³µ ¿±»µ

¤¥©. �±«¨ ±¥£®¤¿ ¿±®, ²® § ¢²°  ¡³¤¥² ¯«®µ ¿ ¯®£®¤  (±¥£ ¨«¨

¤®¦¤¼ ± ° ¢®© ¢¥°®¿²®±²¼¾). �±«¨ ±¥£®¤¿ ±¥£ (¨«¨ ¤®¦¤¼), ²®

¯®£®¤    ±«¥¤³¾¹¨© ¤¥¼ ¥ ¨§¬¥¨²±¿ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1/2. �±«¨

®  ¢±¥-² ª¨ ¨§¬¥¨²±¿, ²® «¨¸¼ ¢ ¯®«®¢¨¥ ±«³· ¥¢ ¡³¤¥² ¿±®.

�®±²°®¨²¼ ¬®¤¥«¼ ¨§¬¥¥¨¿ ¯®£®¤» ¢ ¢¨¤¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢  ± ²°¥¬¿

±®±²®¿¨¿¬¨, ¢»·¨±«¨²¼ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤  ¨  ©²¨ ±² ¶¨® °®¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥.

�°¨¬¥° 5. �¡³·¥¨¥ ¢ ¥ª®²®°®¬ ª®««¥¤¦¥ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ 4

£®¤ . �®£®«¥²¿¿ ±² ²¨±²¨ª  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ±²³¤¥² ª ¦¤®£®

ª³°±  ¢»¡»¢ ¥² ¨§ ª®««¥¤¦  ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p, ®±² ¥²±¿   ²®¬

¦¥ ª³°±¥ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ q ¨ ¯¥°¥µ®¤¨²   ±«¥¤³¾¹¨© ª³°± ± ¢¥°®-

¿²®±²¼¾ r. �¡° §³¥¬ ¶¥¯¼ � °ª®¢ , ¢¢¥¤¿ ±®±²®¿¨¿: x0 { ¢»¡»«,

xk { ±²³¤¥² k-£® ª³°± , k = 1; 4, x5 { ®ª®·¨« ª®««¥¤¦. �»¯¨± ²¼

¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥©.

�«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥° ¨¬¥¥² ¨««¾±²° ²¨¢»© µ ° ª²¥°.

�°¨¬¥° 6. � ±±¬®²°¨¬ ¶¥¯¼ � °ª®¢  ± ±¥¬¼¾ ±®±²®¿¨¿¬¨,

ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥©

P =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

0 0:2 0:8 0 0 0 0

0:6 0 0:4 0 0 0 0

0 0:7 0 0:3 0 0 0

0 0 0 0 0 0:5 0:5

0 0 0 0 0 0:3 :07

0 0 0 0:4 0:6 0 0

0 0 0 0:2 0:8 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

� °¨±®¢ ²¼ £° ´ ½²®© ¶¥¯¨ ¨ ¯°®¢¥±²¨ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾ ±®±²®¿¨©.
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1.18 � ¤ ·¨ ¤«¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼®£® °¥¸¥¨¿

1. �¨±ª°¥² ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

xn -2 -1 0 1 2

pn 0.2 0.1 0.2 0.4 0.1

�.¢. � = �2. �»·¨±«¨²¼ M�;M�;D(�); D(�).

2. �1 ¨ �2 { ¥§ ¢¨±¨¬», M(�1) = 2, M(�2) = 3, D(�1) = 4,

D(�2) = 9. � = 2�1 + 4�2 + 5. �»·¨±«¨²¼ M(�) ¨ D(�).

3. �»·¨±«¨²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ¨¿ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ ¤«¿ ¢±¥µ

±² ¤ °²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©.

4. �.¢. � ¨¬¥¥² M(�) = a ¨ D(�) = �2 > 0. �®«®¦¨¬ �0 =

(� � a)=�. �®ª § ²¼, ·²® M(�0) = 0; D(�0) = 1.

5. �.¢. � ¨¬¥¥² ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨

a = 2, �2 = 9. �»·¨±«¨²¼: P (� � 5); P (� < 8); P (�7 < � < 11).

6. �.¢. � ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

��(x) =

8<
: 2x ; x 2 [0; 1] ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

�»·¨±«¨²¼ M(�2) ¨ D(�2).

7. �.¢. � ¨¬¥¥² ¯®ª § ²¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ � =

2. � ©²¨ ¬¥¤¨ ³ ¨ ª¢ ²¨«¼ ¯®°¿¤ª  0.95 ±.¢. �.

8. �«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

�2n�1 -1 0 1 2

-1 0.05 0.15 0.05 0.05

0 0.1 0.1 0.1 0.1

1 0.05 0.1 0.15 0

� ©²¨: 1) ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ª²®°  � ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �1�2 = 0,

2) ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �2 = �1,
3) ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ �1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �2 = �1,
4) �(�1; �2).
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9. �«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

��(x1; x2) =

8<
: C(2x1 + 3x2) ; x1; x2 2 [0; 1] ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

� ©²¨: 1) ª®±² ²³ C,

2) ³±«®¢³¾ ¯«®²®±²¼ �1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �2 = 1=2,

3) ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ �1 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ �2 = 1=2.

4) �(�1; �2).

10. �»·¨±«¨²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ¨ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³ª¶¨¨

¤«¿ ±² ¤ °²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©.

11. �®ª § ²¼, ·²® ±³¬¬  ¤¢³µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±.¢. �1 ¨ �2, ¨¬¥¾-

¹¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �³ ±±®  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ �1 ¨ �2, ² ª¦¥ ¨¬¥¥²

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �³ ±±® , ® ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �1 + �2.

12. �.¢. � ¨¬¥¥² £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p.

�®«®¦¨¬ �p = p � �. � ©²¨ ¯°¥¤¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤«¿ �p ¯°¨

p! 0.

13. �±¯®«¼§³¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾, ¢»·¨±«¨²¼ ¬ -

²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �³ ±±®  ±

¯ ° ¬¥²°®¬ �.

14. �«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �1; �2; : : : { .®.°., M(�1) = 1,

D(�1) = 4. �®«®¦¨¬ Sn = �1 + : : : �n. �°¨ ª ª®¬ ¬¨¨¬ «¼®¬ n

P (Sn > 120) � 0:95?

15. �¥±²®°  ¯®¤ ®²ª°»²»¬ ¥¡®¬ ° ¡®² ¥² ²®«¼ª® ¢ ¯®£®¦¨¥

¤¨. �±«¨ ¢ ¤ ®© ¬¥±²®±²¨ ±¥£®¤¿ ¨¤¥² ¤®¦¤¼, ²® ± ¢¥°®¿²®±-

²¼¾ 0.4 ® ¡³¤¥² ¨ § ¢²° , ¥±«¨ ¦¥ ±¥£®¤¿ ¤®¦¤¿ ¥², ²® § ¢²° 

® ¡³¤¥² ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 0.06. �¯¨± ²¼ ½²³ ±¨²³ ¶¨¾ ± ¯®¬®¹¼¾

®¤®°®¤®© ¶¥¯¨ � °ª®¢  ¨  ©²¨ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤  §  ®¤¨ ¸ £.

� ©²¨ ±² ¶¨® °®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥£®¤¿ °¥±²®°  ¡»« § ª°»².

� ©²¨ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ® ¡³¤¥² § ª°»² ¥¹¥ ¤¢  ¤¿.
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16. �¤®°®¤ ¿ ¶¥¯¼ � °ª®¢  ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥-

µ®¤  §  ®¤¨ ¸ £

P =

0
BBBBBBBBBBBB@

1=3 1=3 0 1=3 0 0

0 1=2 1=2 0 0 0

0 1=2 1=2 0 0 0

0 0 0 0 1=3 2=3

0 0 0 1=3 0 2=3

0 0 0 2=3 1=3 0

1
CCCCCCCCCCCCA

� °¨±®¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© £° ´ ¨ ¯°®¢¥±²¨ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾ ±®-

±²®¿¨©.
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