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Îïðåäåëåíèå1. Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn, çàäàííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω,A, P ). Åñëè Bn � áîðåëåâñêàÿ σ�àëãåáðà â Rn, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
∀B ∈ Bn

A = ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ A
ò.å. îòîáðàæåíèå ξ : Ω → Rn ÿâëÿåòñÿ (A,Bn) èçìåðèìûì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) íàçûâà-
åòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Pξ, çàäàííàÿ íà σ�àëãåáðå Bn áîðåëåâñêèõ ïîäìíî-
æåñòâ Rn ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

∀B ∈ Bn Pξ(B) = P{ξ ∈ B}. (1)

Çàìå÷àíèå 1. Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè Pξ è P çàäàíû íà ðàçíûõ σ�àëãåáðàõ; ïåðâàÿ � íà Bn,
âòîðàÿ íà A.

Çàìå÷àíèå 2. Çàäàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â âèäå îòîáðàæåíèÿ ξ : Ω → Rn

ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Â ðåàëüíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå
ìû ìîæåì îáúåêòèâíî îïðåäåëèòü òîëüêî çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ è èõ âåðîÿòíîñòè, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå Pξ.

Ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè, íî äîâîëüíî ñëîæíîé â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìå-
íåíèè. Ïîýòîìó â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþò äðóãèå ñïîñîáû çàäàíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ξ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ Fξ, çàäàííàÿ íà Rn ïî ïðàâèëó

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn Fξ(x) = P{ξ1 < x1, . . . , ξn < xn}. (2)

Çàìå÷àíèå 3. Ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (ñì. çàäà÷ó 11.4).
Ïðèìåð 1. Òî÷êà 0 ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ â åäèíè÷íîì êâàäðàòå,

ξ = (ξ1, ξ2) � êîîðäèíàòû òî÷êè 0. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) òàêîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ðåøåíèå. Ïî ñìûñëó çàäà÷è êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðèíèìàþò ñâîè çíà÷åíèÿ
â îòðåçêå [0; 1]. Ïîýòîìó åñëè x1 ≤ 0,èëè x2 ≤ 0, òî Fξ(x1, x2) = P{ξ1 < x1, ξ2 <
x2} = P (∅) = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè x1 > 1 è x2 > 1, òî Fξ(x1, x2) = P (Ω) = 1.
Äàëåå öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ.

a) 0 < x1 ≤ 1, x2 > 1,
Fξ(x1, x2) = P{ξ1 < x1, ξ2 < x2} = P{ξ1 < x1} = x1.
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî
îíà âûáèðàåòñÿ "ðàâíîâåðîÿòíî"âíóòðè êâàäðàòà, ò.å. ìû èìååì ãåîìåòðè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

b) x1 > 1, 0 < x2 ≤ 1. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó èìååì
Fξ(x1, x2) = x2.
c) 0 < x1 ≤ 1, 0 < x2 ≤ 1.
Fξ(x1, x2) = P{ξ1 < x1, ξ2 < x2} = x1 · x2.
Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Fξ(x1, x2) =





0, x1 ≤ 0 èëè x2 ≤ 0;
x1 · x2, 0 < x1 ≤ 1, 0 < x2 ≤ 1;
x1, 0 < x1 ≤ 1, x2 > 1;
x2, x1 > 1, 0 < x2 ≤ 1;
1, x1 > 1 è x2 > 1.

Êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â êëàññå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ âûäåëÿþò òðè ñïåöèàëüíûõ òèïà ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) (ñîîòâåòñòâåííî åãî ðàñ-
ïðåäåëåíèå Pξ) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî X ⊂ Rn:

P{ξ ∈ X} = 1.

Çàìå÷àíèå 4. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ.

Çàìå÷àíèå 5. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ξ � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî êàæ-
äàÿ åãî êîîðäèíàòà ξk åñòü äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X(k) = {x(k)

1 , . . . , x
(k)
i , . . .} ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk, à ÷åðåç X

ìíîæåñòâî

X = X(1) × . . .×X(n) = {x = (x
(1)
i1 , . . . , x

(n)
in ) : x

(k)
ik
∈ X(k), k = 1, 2, . . . , n}.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîãî X ìû èìååì P{ξ ∈ X} = 1. Êàê ïðàâèëî,
èìåííî ýòî X è âûáèðàþò â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Ïðàâäà, â ýòîì ñëó÷àå
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå x ∈ X, ÷òî P{ξ = x} = 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðà (X, {Pi1,...,in}), ãäå X � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà, à

Pi1,...,in = P{ξ1 = x
(1)
i1 , . . . , ξn = x

(n)
in }, (3)

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Çàìå÷àíèå 6. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïàðà
(X, {Pi1,...,in}) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå Pξ äèñêðåòíîãî ñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà ξ (ñì. çàäà÷ó 11.5). Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå, íàçûâàÿ îäíèì è òåì
æå îëîâîì äâà ðàçíûõ îáúåêòà, ìû íå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) íàçûâà-
åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ
ïî ìåðå Ëåáåãà ôóíêöèÿ ρξ(x) çàäàííàÿ íà Rn, ÷òî ∀B ∈ Bn

Pξ(B) = P{ξ = B} =
∫

B

ρξ(x) dx. (4)

Çàìå÷àíèå 7. ρξ(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà ξ.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ρξ(x) ïðèâåäåíû íèæå (ñì. çàäà÷ó 11.7). Â ÷àñòíîñòè,
ïî ρξ(x) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Pξ. Â ñèëó ýòîãî îáû÷íî
ãîâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ çàäàíî ïëîòíîñòüþ ρξ(x).

Îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàåòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê è â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå, íî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ óæå
íå ÿâëÿþòñÿ ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì è ïîÿâëÿþòñÿ â âèäå âûðîæäåííûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ Rn ðàçìåðíîñòè m < n, òàêàÿ, ÷òî

Pξ(X) = P{ξ ∈ X} = 1.

Çàìå÷àíèå 8. Òàêîå îïðåäåëåíèå âûðîæäåííîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì.
×àùå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò âûðîæäåííûì, åñëè X ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Íî â ðàáîòàõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà òàêîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ äîâîëüíî
÷àñòî.

Çàìå÷àíèå 9. Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò åãî ïðîåêöèþ íà X, ãäå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàññìàò-
ðèâàþò íîâûé ñëó÷àéíûé âåêòîð η, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî óæå ìîæåò áûòü
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì.

Çàìå÷àíèå 10. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìîæíî îïðåäåëèòü ñìåñü ðàñïðå-
äåëåíèé è äîêàçàòü òåîðåìó Ëåáåãà î ðàçëîæåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà äèñêðåòíóþ,
àáñîëþòíî-íåïðåðûâíóþ è ñèíãóëÿðíûå êîìïîíåíòû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé.

Ïðèìåð 2. Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p1,. . . , pr.
Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò

çàêîí÷èòüñÿ îäíèì èç r âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñîáûòèé A1,. . . , Ar, ò.å. Ai∩Aj = ∅,
A1 + . . . + Ar = ω è P (Ai) = pi, i = 1, . . . , r. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû:

ξ1 � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A1 â n èñïûòàíèÿõ,
. . .
ξr � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ Ar â n èñïûòàíèÿõ.
Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn), î÷åâèäíî, èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

X = {m = (m1, . . . , mr) : mi ∈ Z+, m1 + . . . + mr = n}.
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Êàê ýòî óæå îòìå÷àëîñü â �7 , ìû èìååì

P{ξ = m} =
n!

m1! · . . . ·mr!
pm1

1 · . . . · pmr
r . (5)

Çàìå÷àíèå 11. Åñëè r = r, p1 = p, òî ïîëó÷àåì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè n è p.

Ïðèìåð 3. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè m è Σ.
Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, ïëîòíîñòü ρξ(x) êîòîðîãî çàäàíà ôîðìóëîé

ρξ(x) = (2π)−n/2|A|1/2 exp



−

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

aij(xi −mi)(xj −mj)



 , (6)

ãäå m = (m1, . . . , mn) ∈ Rn; A =
∑−1 � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ n× n ìàòðèöà; |A| � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A.
Çàìå÷àíèå 12. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé ïî ôîð-

ìóëå (6), íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Çàìå÷àíèå 13. Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåòðîâ a è ∑ áóäåò âûÿñíåí ïîçäíåå

(ñì. �13).
Ïðèìåð 4. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) èìååò ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå â îáëàñòè D, ãäå D � îãðàíè÷åííîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî èç
Rn, åñëè ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

ρξ(x) =

{
1

L(D)
, x ∈ D;

0, x /∈ D.

ãäå L(D) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà D.
Ðåøèì òåïåðü íåñêîëüêî òèïè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà.
Ïðèìåð 5. ξ = (ξ1, ξ2) � äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàñïðåäåëåíèå êîòî-

ðîãî çàäàíî ñëåäóþùåé òàáëèöåé:
ξ1 ξ2 -1 0 1 2
-1 0.05 0.02 0.1 0.15
0 0.12 0.08 0.13 0.04
1 0.01 0.1 0.15 0.05

×òîáû ïîÿñíèòü, ÷òî çà öèôðû ñîñòàâëÿþò ýòó òàáëèöó, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
ïðèìåð: P{ξ1 = 0, ξ2 = 1} = 0.13

Íàéòè:
1) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, è ξ2;
2) âû÷èñëèòü P{ξ1 − ξ2 = 1}.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ξ � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî è ξ1 è ξ2 áóäóò

äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. ×òîáû çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äîñòàòî÷íî çàäàòü ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé è âåðîÿòíîñòè
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ïîÿâëåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ìíîæåñòâî åå âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé X(1) = {−1; 0; 1}. Â ñèëó îäíîãî èç ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ñì. çàäà÷ó 11.5)

P{ξ1 = x
(1)
i1 } =

∑

i2

P{ξ1 = x
(1)
i1 , ξ2 = x

(2)
i2 }.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
P{ξ1 = −1} = P{ξ1 = −1; ξ2 = −1} + P{ξ1 = −1; ξ2 = 0} + P{ξ1 = −1; ξ2 =

1}+ P{ξ1 = −1; ξ2 = 2} = 0.05 + 0.02 + 0.1 + 0.15 = 0.32,
P{ξ1 = 0} = 0.12 + 0.8 + 0.13 + 0.04 = 0.37,
P{ξ1 = 1} = 0.01 + 0.1 + 0.15 + 0.05 = 0.31.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ìîæåò áûòü çàäàíî

òàáëèöåé:
x

(1)
i1 -1 0 1

Pi1 0.32 0.37 0.37
Äëÿ ξ2 çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåáîëüøîé òàáëèöû, çàäàþùåé ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ëþáîãî ñîáûòèÿ, ñâÿ-
çàííîãî ñ ýòèì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ξ ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ âåðîÿòíîñòåé,
ñòîÿùèõ â òåõ êëåòêàõ òàáëèöû, äëÿ êîòîðûõ ïîÿâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïà-
ðû çíà÷åíèé (x(1)

i1 ,x(2)
i2 ) ïðèâîäèò ê îñóùåñòâëåíèþ ýòîãî ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ

âåðîÿòíîñòè P{ξ1 = −1} ýòî ïðèâîäèò ê ñóììèðîâàíèþ âñåõ âåðîÿòíîñòåé èç
ïåðâîé ñòðî÷êè òàáëèöû. À äëÿ ñîáûòèÿ {ξ1 − ξ2 = 1} ìû èìååì

P{ξ1 − ξ2 = 1} = P{ξ1 = 0, ξ2 = −1} = P{ξ1 = 1, ξ2 = 0} = 0.12 + 0.1 = 0.22.

Ïðèìåð 6. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó íåçàâèñèìî
ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà, ε1 (ε2) � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ ïðè ïåðâîì (âòî-

ðîì)ïîäáðàñûâàíèè. Ïîëîæèì δ1 = ε1 + ε2, δ2 = ε1 − ε2. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ε = (ε1, ε2) è δ = (δ1, δ2).

Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ε çàäà÷à ñðàâíèòåëüíî ïðîñòà, âû-
ïèøåì òîëüêî îòâåò.

ε2 ε1 0 1
0 1

4
1
4

1 1
4

1
4

Íàéäåì ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí δ1 è δ2. Äëÿ δ1, ïîëó÷àåì
X(1) = {0, 1, 2} � êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ε1 è ε2. Äëÿ δ2 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì X(2) = {−1, 0, 1}. Ìíîæåñòâî X çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà δ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå X = X(1)×X(2). Îñòàëîñü
âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

P{δ1 = y
(1)
i1 , δ2 = y

(2)
i2 = P{ε1 + ε2 = y

(1)
i1 , ε1 − ε2 = y

(2)
i2 } =
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= P{ε1 = 1/2(y
(1)
i1 + y

(2)
i2 ), ε2 = 1/2(y

(1)
i1 − y

(2)
i2 )}

Äàëåå íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ε. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

δ2 δ1 0 1 2
-1 0 1

4
0

0 1
4

0 1
4

1 0 1
4

0
Ïðèìåð 7. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â

êâàäðàòå ñ âåðøèíàìè (-1,0), (0,1), (1,0), (0,-1). Íàéòè:
1) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2;
2) âåðîÿòíîñòü P{ξ1 + ξ2 < 0}.
Òàê êàê ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå D, ïëîùàäü

êîòîðîãî L(D) = 2, òî

ρξ(x) =

{
1/2, x ∈ D,
0, x /∈ D (x = (x1, x2)).

Êàê äîêàçàíî íèæå (ñì. çàäà÷ó 11.12),

ρξ1(x1) =

+∞∫

−∞
ρξ(x1, x2) dx2.

Òàê êàê ρξ(x1, x2) = 0, åñëè |x1| > 1, òî ρξ1(x1) = 0 ïðè |x1| > 1. Ïóñòü |x1| ≤ 1.
Òîãäà

ρξ1(x1) =

+∞∫

−∞
ρξ(x1, x2) dx2 =

1−|x1|∫

−1+|x1|

1

2
dx2 = 1− |x1|.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ρξ1(x1) =

{
0, |x1| > 1,
1− |x1|, , |x1| ≤ 1.

Â ñèëó ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèå ξ2 òàêîå æå. Ïî îïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè ρξ(x)
èìååì

P{ξ1 + ξ2 < 0} = P{(ξ1, ξ2) ∈ D1} =
∫ ∫

D1

ρξ(x1, x2) dx1 dx2 =
1

2
L(D1) =

1

2
.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2,. . . , ξn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè
åñëè ∀ B1, B2, . . . , Bn ∈ B1

P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, . . . , ξn ∈ Bn} = P{ξi ∈ Bi} . . . P{ξn ∈ Bn}. (8)
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Çàìå÷àíèå 14. Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ô.ð. Fξ(x), x ∈ Rn,
òî óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè åãî êîìïîíåíò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Fξ(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn) (9)

(ñì. çàäà÷ó 11.9). Â ñëó÷àÿõ äèñêðåòíîãî è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèé èìååì ñîîòâåòñòâåííî

P{ξ1 = x
(1)
i1 , . . . , ξn = x

(n)
in } = P{ξ1 = x

(1)
i1 } · . . . · P{ξn = x

(n)
in } (10)

è
ρξ(x1, . . . , xn) = ρξ1(x1) · . . . · ρξn(xn) (11)

(ñì. çàäà÷è 11.10 è 11.11).
Ïðèìåð 8. Èç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êî-

îðäèíàò, ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé îáîçíà÷åíû
÷åðåç ξ1 è ξ2. Äîêàçàòü, ÷òî ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû.

Ðåøåíèå:
Ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷êè ïîäðàçóìåâàåò ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ò.å. ñëó-

÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â
åäèíè÷íîì êâàäðàòå. Òàêèì îáðàçîì,

ρξ(x1, x2) =

{
1, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

ρξ1(x1) =

+∞∫

−∞
ρξ(x1, x2) dx2 =

{
1, 0 ≤ x1 ≤ 1,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñèëó ñèììåòðèè ρξ2(x2) áóäåò òàêîé æå. Íî òîãäà

ρξ(x1, x2) = ρξ1(x1) · ρξ2(x2),

÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ξ1 è ξ2.
11.1 Äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Pξ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) êàê

ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà σ�àëãåáðå Bn áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. ∀B ∈ Bn Pξ(B) ≥ 0;
2. Pξ(R

n) = 1;
3. Åñëè B1, B2, . . . , Bn, . . . ∈ Bn è Bi ∩Bj = ∅ ∀i 6= j, òî

Pξ(
∞⋃

n=1

Bn) =
∞∑

n=1

Pξ(Bn)

.
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11.2 Ïóñòü Fξ(x), x ∈ Rn åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ = (ξ1, . . . , ξn). Äîêàçàòü, ÷òî Fξ(x) îáëàäàåò ñëåäóùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Fξ(x) íå óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;
2. Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;
3. ∀i = 1, . . . , n Fξ(x1, . . . , xi, . . . , xn) → 0 ïðè xi → −∞
Fξ(x1, . . . , xn) → 1 ïðè x1 → +∞,. . . , xn → +∞.
4. 4h1 . . .4hnFξ(x1, . . . , xn) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è ëþáûõ

h1 > 0,. . . , hn > 0, ãäå

4hiFξ(x1, . . . , xi, . . . , xn) = Fξ(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn)− Fξ(x1, . . . , xi, . . . , xn).

5. ∀x ∈ Rn è ∀h1 > 0, . . . , hn > 0

P{x1 ≤ ξ1 ≤ x1 + h1, . . . , xn ≤ ξn < xn + hn} = 4h1 . . .4hnFξ(x1, . . . , xn).

11.3 Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ F (x), x ∈ Rn îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1�4
èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn).

11.4 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), x ∈ Rn ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò åãî ðàñïðåäåëåíèå Pξ.

Óêàçàíèå. Íà ïðîèçâîëüíîì ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå Pξ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 5 çàäà÷è 11.2. Äëÿ ñóììû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
òàêîãî òèïà îïðåäåëÿåì Pξ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè. Äàëåå ïðèìåíÿåì
òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòè.

11.5 Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå (X, {Pi1...in}) äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn)
(ñì. îïðåäåëåíèå 4 è 5). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. ∀i1, . . . , in Pi1...in ≥ 0;
2. ∑

i1,...,in
Pi1...in = 1;

3. Pi1,...,in−1 = P{ξ1 = x
(1)
i1 , . . . , ξn−1 = x

(n−1)
in−1

} =
∑
in

Pi1...in

4. ∀B ∈ Bn, Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =
∑

(x
(1)
i1

,...,x
(n)
in

)∈B

Pi1,...,in

11.6 Äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (X, {Pi1...in}) (ñì.çàìå÷àíèå 5), ãäå ÷èñëà Pi1...in} îá-
ëàäàþò ñâîéñòâàìè 1 è 2 èç çàäà÷è 11.5, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íåêîòîðîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé X.

11.7 Ïóñòü Fξ(x) è ρξ(x), x ∈ Rn, åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. ∀x ∈ Rn, ρξ(x) ≥ 0,
2. ∫

Rn
ρξ(x) dx = 1,

3. ∀B ∈ Bn, Pξ(B) =
∫
B

ρξ(x) dx,

4. Fξ(x1, . . . , xn) =
x1∫
−∞

. . .
xn∫
−∞

ρξ(y1, . . . , yn) dy1 . . . dyn,
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5. âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ρξ(x)

ρξ(x1, . . . , xn) =
∂nFξ(x1, . . . , xn)

∂x1 . . . ∂xn

.

11.8 Ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ρ(x), x ∈ Rn îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1 è
2 çàäà÷è 11.7, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ íåêîòîðîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

11.9 Fξ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn). Äî-
êàçàòü, ÷òî ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn,

Fξ(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn).

11.10 Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξn) � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Äîêàçàòü, ÷òî
ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀x(k)

ik
∈ X(k), k = 1, . . . , n (ñì.

çàìå÷àíèå 5)

P{ξ1 = x
(1)
i1 , . . . , ξn = x

(n)
in } = P{ξ1 = x

(1)
i1 } · . . . · P{ξn = x

(n)
in }.

11.11 Ïóñòü ρξ(x), x ∈ Rn åñòü ïëîòíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀x =
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

ρξ(x1, . . . , xn) = ρξ1(x1) · . . . · ρξn(xn).

11.12 Äîêàçàòü, ÷òî
+∞∫

−∞
ρξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) dxi = ρξ1,...,ξi−1,ξi+1,...,ξn(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

11.13 Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η çàäàíî òàáëèöåé
ξ η -1 0 1
-1 0.1 0.2 0.3
1 0.1 0.2 0.1

Íàéòè: à) îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ;
á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ = η;
â) ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå α = ξ + η è β = ξ − η;
ã) îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ α è β;
ä) ðàñïðåäåëåíèå γ = αβ;
å) çàâèñèìû ëè ξ è η?
11.14 Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî òàáëèöåé
η ξ 1 3
2 0.1 0.2
4 0.3 0.4
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Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî max(ξ, η) > η.
11.15 Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà x = (ξ, η) çàäàíî òàáëèöåé
ξ η 5 6 7
5 0.1 0.05 0.1
6 0.2 0.05 0.2
7 0.1 0.1 0.1

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà y = (min(ξ, η), max(ξ, η)).
11.16 Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, P ) è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàäà-

íû òàáëèöåé

Ω ω1 ω2 ω3 ω4

P 0.1 0.2 0.3 0.4
X 1 2 1 4
Y 4 3 4 1

Òàáëèöà T

Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X è Y .
11.17 Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà V = (x, y) (ñì. òàáë.

T) (çàäà÷à 11.16)
11.18 3àâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y . (ñì. òàáë. T).
11.19 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû = (X+Y, X−Y ),

(ñì. òàáë. T).
11.20 Çàâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X + Y è X − Y ? (ñì. òàáë. T).
11.21 Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X · Y < X + 1
(òàáë. T).
11.22 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû E = (X ·Y, X+Y ).

(ñì. òàáë. T).
11.23 Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû E çàäàíî òàáëèöåé

X Y 0 1 3
-2 0.10 0.05 0.10
2 0.05 0.20 0.05
4 0.05 0.10 0.30

Òàáëèöà E

Íàéòè îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ X è Y (ñì. òàáë. E)
11.24 Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > Y (ñì. òàáë. E)
11.25 Çàâèñèìû ëè âåëè÷èíû X è Y ? (ñì. òàáë. E)
11.26 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà M = (X−Y, X +Y ) (ñì. òàáë.

E).
11.27 Çàâèñèìû ëè X − Y è X + Y ? (ñì. òàáë. E).
11.28 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû M = min(X,Y ) (ñì. òàáë.

E).
11.29 Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî max(X, Y ) > X + Y (ñì. òàáë. E).
11.30 Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñëó÷àéíîãî âåêòîðà E (ñì. òàáë. E).
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11.31 Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} è âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû.
ξ1(ω1) = ξ1(ω2) = ξ2(ω3) = ξ2(ω4) = 1,
ξ1(ω3) = ξ1(ω4) = ξ2(ω1) = ξ2(ω2) = −1.
Íàéòè: à) ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2);
á) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1 · ξ2;
â) P{ξ1 + ξ2 > 0};
ã) P{ξ1 = ξ2}.
11.32 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)

f(x, y, z) =

{
6/(1 + x + y + z)4, x > 0, y > 0, z > 0,
0, èíà÷å.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ2.
11.33

ρξ(x, y) =

{
c(x + y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

ξ = (ξ1, ξ2).
Íàéòè: 1) ïîñòîÿííóþ C;
2) îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 è ξ2;
3) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = max(ξ1, ξ2).
11.34

ρξ,η(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ D
0, (x, y) /∈ D.

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1− 1

2
x}.

Íàéòè ρξ(x).
11.35 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ f(x). Íàé-

òè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(r, ϕ) ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñëó÷àéíîé
òî÷êè (ξ1, ξ2).

11.36 Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, y) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
(ξ1, ξ2)

f(x, y) =

{
3− 3

2
x− 3y, (x, y) ∈ D

0, (x, y) /∈ D.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x, y).
11.37 Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ (ñì. çàä. 11.36) ïðèìåò çíà÷åíèå â îáëàñòè

K.
11.38 Íàéòè âåðîÿòíîîòü òîãî, ÷òî ξ1 > 1 (ξ1 çàäàíà â çàäà÷å 11.36)
11.39 Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ2 (ξ2 çàäàíà â çàäà÷å 11.36).
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 (ξ1 çàäàíà â çàäà÷å 11.36)
11.40 Çàâèñèìû ëè ξ1 è ξ2 (ξ1 è ξ2 çàäàíû â çaäà÷e 11.36).
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11.41 Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü f(x, y) ðàñïðåäåëåíèÿ ξ = (ξ1, ξ2)

f(x, y) =

{
c, (x, y) ∈ A
0, (x, y) /∈ A.

à) Íàéòè C.
á) Íàéòè îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 è ξ2.
â) Çàâèñèìû ëè ξ1 è ξ2?
ã) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ2

1 + (ξ2 − 1)2 ≥ 1.
11.42 ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êðóãå x2

1 +x2
2 ≤ 1. Íàéòè P{|ξ1| ≤

3/4, |ξ2| ≤ 3/4}.
11.43 ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè

(0,0), (0,1), (2,0), (2,1).
à) Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ1.
á) Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ2.
â) Çàâèñèìû ëè ξ1 è ξ2?
ã) Íàéòè P{ξ1 + ξ2 < 1}.
11.44 ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êâàäðàòå 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1.
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = (2ξ1 − ξ2).
11.45

ρξ1,ξ2(x, y) =

{
2

π(x2+y2)3
, x2 + y2 ≥ 1

0, x2 + y2 < 1.

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η =
√

ξ2
1 + ξ2

2 .
11.46 ξ1 è ξ2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0;1] è íåçàâèñèìû. Íàéòè

ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí

η1 =
√
−2 ln ξ1 · cos 2πξ2,

η2 =
√
−2 ln ξ1 · sin 2πξ2,

11.47 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1. Íàéòè äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1 −
ξ2,

√
ξ2
1 + ξ2

2).
11.48 Òî÷êà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïàäàåò â ýëëèïñ x2

4
+ y2

9
= 1. Å¼ êîîðäèíàòû

(ξ1, ξ2).
à) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1.
á) Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ2.
â) Çàâèñèìû ëè è ξ1 è ξ2?
11.49 Òî÷êà ïàäàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì â òðåóãîëüíèê T . Êîîðäèíàòû ýòîé

òî÷êè îïðåäåëÿþò äâóìåðíèé âåêòîð (ξ1, ξ2). Ïðè êàêîì a (a > 0) ξ1 è ξ2 çàâèñè-
ìû?

11.50 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â 4ABC:
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X =

{
0, åñëè ξ ∈ 4ABO,
1, èíà÷å.

Y =

{
0, åñëè ξ ∈ 4ODE,
−1, èíà÷å.

à) Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X è Y .
á) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X + Y > 0.
â) Çàâèñèìû ëè X è Y ?
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�12 ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ È ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (âåêòîðà) è
âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå g : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì (èçìåðè-
ìûì ïî Áîðåëþ), åñëè ∀B ∈ Bm,

g−1(B) := {x ∈ Rn : g(x) ∈ B} ∈ Bn,

ãäå Bn è Bm σ�àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ξ = (ξ1, . . . , ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî η = (η1, . . . , ηm) = g(ξ), ãäå

g : Rn → Rm � áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå, åñòü ñíîâà ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ïóñòü
Pξ � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, òîãäà ∀B ∈ Bm

Pη(B) := P{η ∈ B} = P{ξ ∈ g−1(B)} = Pξ(g
−1(B)). (1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè
By = (−∞, y1)× . . .× (−∞, ym) ∈ Bm òî

Fη(y1, . . . , ym) = Pξ(g
−1(By)).

Ïðèìåð 1. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â åäèíè÷-
íîì êâàäðàòå. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ðåøåíèå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå n = 2, m = 1, y = g(x1, x2) = x1 +
x2. Â ñèëó ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

Èç ãåîìåòðè÷åñêîé êàðòèíêè âèäíî, ÷òî åñòü òðè îñîáûõ òî÷êè: y = 0, 1, 2
(îíè ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì x1 + x2 = 0 + 0 = 0; x1 + x2 = 0 + 1 = 1 + 0 = 1;
x1 + x2 = 1 + 1 = 2). Â ñèëó ýòîãî óäîáíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1) y ≤ 0,
Fη(y) = P{η < y} = P{ξ1 + ξ2 < y} = P{∅} = 0;

2) 0 < y ≤ 1,
Fη(y) = P{ξ1 + ξ2 < y} = L(Dy) =

1

2
y2;

3) 1 < y ≤ 2,

Fη(y) = P{ξ1 + ξ2 < y} = 1− P{ξ1 + ξ2 ≥ y} = 1− L(D̄y) = 1− 1

2
(2− y2);

4) y > 2,
Fη(y) = P{ξ1 + ξ2 < y} = P (Ω) = 1.
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Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ìû ïîëó÷àåì

Fη(y) =





0, y ≤ 0,
1
2
y2, 0 < y ≤ 1,

1− 1
2
(2− y2)2, 1 < y ≤ 2,

1, y > 2.

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïëîòíîñòüþ

ρξ(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R1

(ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η = ξ2.

Ðåøåíèå. Çäåñü n = m = 1, y = g(x) = x2 ≥ 0. Ïóñòü y > 0. Òîãäà

Fη(y) = P{η < y} = P{ξ2 < y} = P{|ξ| < √
y} =

= P{−√y < ξ < +
√

y} =

+
√

y∫

−√y

ρξ(x) dx =

=

+
√

y∫

−√y

1

2
e−|x| dx =

+
√

y∫

0

e−x dx = 1− e−
√

y.

Òàêèì îáðàçîì,
Fη(y) =

{
0, y ≤ 0,
1− e−

√
y, y > 0.

Äàëåå,

ρη(y) =
d

dy
Fη(y) =

{
0, y ≤ 0,
e−
√

y

2
√

y
, y > 0.

Åñëè ξ = (ξ1, . . . , ξn) � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, à X ⊂ Rn � ìíîæå-
ñòâî åãî çíà÷åíèé, òî η = g(ξ) òàêæå áóäåò äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ñî
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé Y = g(X) = {y ∈ Rm : ∃x ∈ X : y = g(x)}, ïðè÷åì
P{η = y} =

∑
x:g(x)=y

P{ξ = x}.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì P . Íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1/ξ2.

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 � äèñêðåòíûå, èìåþò ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé X = {1, 2, . . . , n, . . .} è

P{ξ1 = n} = P{ξ2 = n} = p(1− p)n−1, ∀n ∈ X.
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Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η òàêæå áóäåò äèñêðåòíîé è åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ñîâëàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü ÷èñëà
k, m ∈ X âçàèìíî ïðîñòû, ò.å. íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé. Òîãäà

P{η =
k

m
} = P{

∞⋃

r=1

(ξ1 = rk, ξ2 = rm)} =
∞∑

r=1

P{ξ1 = rk, ξ2 = rm} =

=
∞∑

r=1

P{ξ1 = rk} · {ξ2 = rm} =
∞∑

r=1

p(1− p)rk−1p(1− p)rm−1 =

= (
p

1− p
)2

∞∑

r=1

[(1− p)k+m]r = (
p

1− p
)2 (1− p)k+m

1− (1− p)k+m
=

p2(1− p)k+m−2

1− (1− p)k+m
.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå
òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ξ1 è ξ2 ïðèíèìàþò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ òî è èõ ñóììà
η = ξ1 + ξ2 ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå

P{η = n} = P{
+∞⋃

m=−∞
(ξ1 = m, ξ2 = n−m)} =

=
+∞∑

m=−∞
P{ξ1 = m, ξ2 = n−m} =

+∞∑

m=−∞
P{ξ1 = m} · {ξ2 = n−m}.

Ñîîòíîøåíèå

P{ξ1 + ξ2 = n} =
+∞∑

m=−∞
P{ξ1 = m} · {ξ2 = n−m}.

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå èìååò ïëîòíîñòü ρξ(x), x ∈ Rn.
Åñëè îòîáðàæåíèå g : Rn → Rn âçàèìíîîäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìî, òî ñëó÷àéíûé âåêòîð η = g(ξ) òàêæå èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

∀B ∈ Bn P{η ∈ B} = P{g(ξ) ∈ B} =

= P{ξ ∈ g−1(B)} =
∫

g−1(B)

ρξ(x) dx =

=
∫

B

ρξ(g
−1(y))|I−1(g−1(y))| dy,

ãäå I(x) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ y = g(x), ò.å. ôóíêöèÿ ρξ(g
−1(y))|I−1(g−1(y))|

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n =
1

ρη(y) = ρξ(g
−1(y))/|g′(g−1(y))|. (3)
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Åñëè îòîáðàæåíèå y = g(x) íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî ñèòóàöèÿ
ìîæåò ñèëüíî óñëîæíèòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî y ìíîæåñòâî
ïðîîáðàçîâ g−1(y) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê â êàæäîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
èç Rn, òî ôîðìóëà (2) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

ρη(y) =
∑

x∈g−1(y)

ρξ(x(y))|y−1(x(y))|. (4)

Ïðèìåð 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1− e−λξ.

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ρξ(x) =

{
0, x < 0,
λe−λx, x ≥ 0.

Òàê êàê ξ ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî η = 1− e−λξ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 1]. Â ñèëó ýòîãî ρη(y) = 0, åñëè y /∈ [0, 1].

Ïóñòü g(x) = 1 − e−λx, òîãäà g′(x) = λe−λx. Äëÿ y ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì g−1(y) =
−λ−1 ln(1− y). Ïî ôîðìóëå (3) èìååì

ρη(y) = λe−λ(−λ−1 ln(1−y))/|λe−λ(−λ−1 ln(1−y))| = 1.

Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì

ρη(y) =

{
0, y /∈ [0, 1],
1, y ∈ [0, 1],

ò. å. η, ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1].
Ïðèìåð 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 èìåþò ïëîòíîñòè ρξ1(x) è ρξ2(x)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ = (ξ1, ξ2) èìååò âèä ρξ(x1, x2) = ρξ1(x1)ρξ2(x2). Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå g : R2 → R2, çàäàííîå ôîðìóëàìè y1 = x1 + x2, y2 = x2. Îíî âçà-
èìíî îäíîçíà÷íî, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíûé âåêòîð
η = (η1, η2), ãäå η1 = ξ1 + ξ2, η2 = ξ2. Âû÷èñëèì ìàòðèöó ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ: (

∂y1/∂x1 ∂y1/∂x2

∂y2/∂x1 ∂y2/∂x2

)
=

(
1 1
0 1

)

Òàêèì îáðàçîì, |I(x)| = 1 è |I−1(x)| = |I(x)|−1 = 1. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
x = g−1(y) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè x1 = y1 − y2, x2 = y2. Ïî ôîðìóëå (2) ïîëó÷àåì

ρη(y1, y2) = ρξ(y1 − y2, y2) · 1 = ρξ1(y1 − y2) · ρξ2(y2).
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Íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η1. Êàê ìû óæå çíàåì,

ρη1(y1)

+∞∫

−∞
ρη(y1, y2) dy2.

. Îòñþäà ïîëó÷àåì

ρξ1+ξ2(y) =

+∞∫

−∞
ρξ1(y − x) · ρξ2(x) dx.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè äëÿ ïëîòíîñòåé.
Ïðèìåð 7. è ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïîêàçà-

òåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ

ρξ1(x) = ρξ2(x) =

{
0, x ≤ 0,
λe−λx, x > 0.

Ïî ôîðìóëå ñâåðòêè äëÿ ïëîòíîñòåé

ρη(y) = ρξ1+ξ2(y) =

+∞∫

−∞
ρξ1(y − x) · ρξ2(x) dx.

Òàê êàê ρξ1(y − x) = 0 ïðè x > y, à ρξ2(x) = 0 ïðè x < 0, òî

ρξ1+ξ2(y) =

y∫

0

ρξ1(y − x)ρξ2(x) dx =

y∫

0

λe−λ(y−x) · λe−λx dx = λ2e−λy

y∫

0

dx = λ2ye−λy

äëÿ y > 0. Ïðè y < 0 î÷åâèäíî, ÷òî ρξ1+ξ2(y) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ξ1 + ξ2 èìååò
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α = 2 è β = λ.

I. Äèñêðåòíûå âåëè÷èíû

(çàäà÷è 12.1 � 12.16)
12.1 Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëåíî ôîðìóëàìè

P{ξ = i} =
1

5
, i = −2,−1, 0, 1, 2.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) η1 = |ξ|,
á) η2 = ξ2.
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12.2 Èç óðíû, ãäå 5 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ, âûíèìàþòñÿ 2 øàðà. Èç äðóãîé
óðíû (1 áåëûé è 4 ÷åðíûõ øàðà) âûíèìàåòñÿ îäèí øàð.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñëà âûíóòûõ áåëûõ øàðîâ.
12.3 ξ � ÷èñëî î÷êîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè.

P{η = 1} = P{η = 0} =
1

2
.

ξ è η íåçàâèñèìû. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ + η.
12.4 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ î÷êîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ èã-

ðàëüíûõ êîñòåé.
12.5 Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ·η, ãäå ξ ÷èñëî óñïåõîâ â 2-õ

èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/2; η � ÷èñëî óñïåõîâ â îäíîì èñïûòàíèè
Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 2/3. ξ è η íåçàâèñèìû.

12.6 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå:

ξ1 ξ2 1 2
1 0.16 0.24
2 0.24

Íàéòè: à) P{ξ1 = 2, ξ2 = 2}.
á) Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = |ξ1 − ξ2|.
â) Çàâèñèìû ëè ξ1 è ξ2?
12.7 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ξ1 ξ2 1 2
0 0.3 0.2
1 0.4

Íàéòè: a) P{ξ1 = 1, ξ2 = 2}.
á) Ðàñïðåäåëåíèå ξ2.
â) Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1 = |ξ1 − ξ2|, η2 = ξ1 − ξ2.
12.8 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå:

ξ1 ξ2 -1 1
0 0.4 0.1
1 0.4

Íàéòè: à) P{ξ1 = −1, ξ2 = 1}..
á) Ðàñïðåäåëåíèå ξ1.
â) Ðàñïðåäåëåíèå ξ1(ξ2 − 1).
ã) Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå η1 = ξ1

ξ2
, η2 = ξ1 · ξ2.

12.9 Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ êîëè÷åñòâà î÷-
êîâ ìåíüøå 5. θ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïîñëåäíåì áðîñàíèè, ν � ÷èñëî
áðîñàíèé.
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à) Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå θ è ν.
á) ßâëÿþòñÿ ëè θ è ν çàâèñèìûìè?
12.10 Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X Y 0 π/2 π
π 0.1 0.2 0.3
-π 0.1 0.2 0.1

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
a) a = sin(x + y),
á) b = X + sin(x + y),
â) c = cos(x + y) + y + sin X.
12.11 Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y çàäàíî òàáëèöåé

X Y +1 +2 +3
0 0.1 0.1 0.1
-1 0.1 0.2 0.1
-2 0.1 0.1 0.1

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) α = max(x + 2, y),
á) β = x + y + xy,
â) γ = x

y
−min(x

y
, y − 1).

12.12 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ1

è λ2. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå èõ ñóììû.
12.13 ξ è η íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , 9}.

Ïðåäñòàâèì ξ + η = 10a + b, ãäå a è b íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Íàéòè: 1) ðàñïðåäåëåíèå a;
2) ðàñïðåäåëåíèå b;
3) çàâèñèìû ëè a è b?
12.14 Èç óðíû ñ B áåëûìè øàðàìè è K êðàñíûìè áåç âîçâðàùåíèÿ ïî îäíîìó

âûíèìàþòñÿ øàðû.
ξ1 � ÷èñëî êðàñíûõ øàðîâ, âûíóòûõ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ áåëîãî ;
ξi � ÷èñëî êðàñíûõ øàðîâ, èçâëå÷åííûõ ìåæäó (i − 1) -ì è i -ì áåëûìè øà-

ðàìè;
ξB+1 � ÷èñëî êðàñíûõ øàðîâ, ïîÿâèâøèõñÿ ïîñëå ïîñëåäíåãî áåëîãî.
Íàéòè:
1) P{ξ1 = k},
2) P{ξ1 = k, ξ2 = l},
à) ðàñïðåäåëåíèå ξ1,
á) ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1 è ξ2,
â) ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, ξ2, . . . , ξB+1.
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12.15 Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çà-
ïèñàíà â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè

ξ =
∞∑

n=1

ξn10−n,

ãäå ξn � öåëûå, 0 ≤ ξn ≤ 9.
Äîêàçàòü, ÷òî íåçàâèñèìû ξ1, ξ2, . . ..
12.16

P{ξ = 0} = P{ξ = 1} =
1

2
.

η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå:
à) ζ1 = η + ξ,
á) ζ2 = η + 1/2ξ
â) ζ3 = η · ξ.

II. Ôóíêöèè îäíîé íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû

(çàäà÷è 12.17 � 12.35)
12.17 ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η = 19ξ − 7.
12.18 ξ èìååò ðàâíîìåðíîå íà [0, 1] ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ρη(x) � ïëîòíîñòü

η = ξ3.
12.19 ξ èìååò ðàâíîìåðíîå íà [−1, 1] ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ρη(x) � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ η = ξ2.
12.20 ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, η = 2ξ2+1. Íàéòè

ρη(y).
12.21 ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1]. η = 1

2ξ2+1
. Íàéòè ρη(x).

12.22 ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, η = ξ2+1
ξ2+2

. Íàéòè
ρη(y).

12.23 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàäàíà ôîðìóëàìè

ρξ(x) =

{
c/x4, x ≥ 1,

0, x < 1.

Íàéòè: à) ïîñòîÿííóþ c,
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = 1/ξ,
â) P{0.1 < η < 0.3}.
12.24 ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
a) η1 =

√
ξ,

á) η2 = ξ2,
â) η3 = 1/λ · ln ξ,
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ã) η4 = {ξ} (äðîáíàÿ ÷àñòü ξ),
ä) η5 = 1− e−λξ.
12.25 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = − ln(1− ξ).
12.26 Òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îêðóæíîñòè x2 + (y − a)2 = r2 ñ

öåíòðîì â òî÷êå B.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ îñüþ àáñöèññ.
12.27 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (ρξ(x) = 1

π
1

1+x2 ).
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí:
à) η = ξ2

1+ξ2 ;
á) ζ = 1

1+ξ2 ;
â) θ = 2ξ/(1− ξ2) ,
ã) κ = 1/ξ.
12.28 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì λ = 1. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = [ξ]2 ([ξ] � öåëàÿ ÷àñòü
ξ).

12.29 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) = P{ξ < x}. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = F (ξ) ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1].

12.30 Ïàðîâîç ñëó÷àéíî îñòàíîâèëñÿ â òîííåëå ïîä ïðÿìîóãîëüíîé ãîðîé a×b
ì. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ïàðîâîçà äî áåëîãî ñâåòà ∀a, b.

12.31 Äâîå âñòðå÷àþòñÿ ïîä ÷àñàìè. Êàæäûé íåçàâèñèìî îò äðóãîãî ïðèõîäèò
ñëó÷àéíî ìåæäó 0 è 1 ÷àñîì. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ.

12.32 Òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â åäèíè÷íîì êóáå. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî ïîâåðõíîñòè êóáà.

12.33 Êðîëèê ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïàäàåò íà äèàãîíàëü êâàäðàòíîãî áàññåéíà
ñî ñòîðîíîé a ìåòðîâ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ äî áåðåãà.

12.34 Îêðóæíîñòü ñ òî÷êîé A íà íåé êàòèòñÿ ïî ïëîñêîñòè è ñëó÷àéíî îñòà-
íàâëèâàåòñÿ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ òî÷êè A äî ïëîñêîñòè.
12.35 Âðåìÿ ãîðåíèÿ ëàìïî÷êè èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðîì λ.
Âêëþ÷åíû äâå òàêèå ëàìïî÷êè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè

"ñâåòëîé æèçíè".

III. Ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âåëè÷èí

(12.36 � 12.66)
12.36 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ρξ1,ξ2(x1, x2) =

{
c(x1 + x2), 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Íàéòè: à) c,
á) ρξ2(x),
â) P{ξ1 − ξ2 > 0}.
12.37 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü

ρξ1,ξ2(x1, x2) =

{
cx1x2, x1, x2 ∈ [0; 1],

0, èíà÷å.

Íàéòè: à) c,
á) ρξ1(x),
â) P{2ξ1 + 1/2 > ξ2}.
12.38 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ρξ(x1, x2) =

{
c, −x2 ≤ x1 ≤ x2, 0 ≤ x2 ≤ 1,
0, èíà÷å.

Íàéòè: à) c,
á) ρξ1(x),
â) P{ξ2 > 1/2}.
12.39 Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ρξ(x1, x2) =

{
c(x2

1 + x2
2), x2

1 + x2
2 ≤ 4,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàéòè: à) c,
á) ρξ1(t),
â) P{ξ1 + ξ2 > 0}.
12.40 Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â îáëàñòè {(x, y) : 0 ≤

x ≤ 2, 0 ≤ y < 1− 1
2
x}.

Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.
á) P{η ∈ [−1

2
; 1

2
]}.

12.41 Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â êðóãå x2 + y2 ≤ 1.
Íàéòè: à) P{|ξ| < 3/5, |η| < 3/5};
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.
12.42 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

ρξ1(x) = ρξ2(x) =

{
2x, x ∈ [0; 1],
0, x /∈ [0; 1],

η = ξ1 + 2ξ2.

Íàéòè ρη(x).
12.43 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû. ξ1 � íà îòðåçêå [0,1], ξ2

� íà [0,2].
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = ξ1 · ξ2.
12.44 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1].
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Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = ξ1
ξ1+ξ2

.
12.45 ξ è η íåçàâèñèìû. ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [1, 2], η � íà

[11, 12].
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ + η.
12.46 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè

ðàñïðåäåëåíèå èõ ñóììû.
12.47 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 1.
Íàéòè P{|ξ1 − ξ2| ≤ 1}.
12.48 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå íà îòðåçêå [0, a]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) ξ + η,
á) ξ − η,
â) ξ · η,
ã) ξ/η,
12.49 ξ1, . . . , ξn èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 1 è

íåçàâèñèìû. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
à) X = ξ1 + ξ1,
á) Y = ξ1 + ξ3,
â) Z = ξ1 + ξ2 + ξ3,
ã) W = ξ1 + . . . + ξn.
12.50 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì åäèíèöà.
Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) ξ − η,
á) |ξ − η|,
â) ξ/η.
12.51 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû. ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà

[0, 1], η ðàñïðåäåëåíà ïîêàçàòåëüíî ñ ïëîòíîñòüþ e−x (x ≥ 0). Íàéòè ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ñóììû.

12.52 Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü

ρξ1,ξ2(x, y) =

{
c(x + y) ïðè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0 èíà÷å.

Íàéòè: à)c
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1,
â) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η = max(ξ1, ξ2).
12.53 Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ρξ1,ξ2(x, y) = 2

π(x2+y2)3
ïðè x2+y2 ≥ 1 è íîëü, èíà÷å.

Íàéòè ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η =
√

ξ2
1 + ξ2

2 .
12.54 Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåíû:
P{ξ = xk} = P{η = yk} = pk.
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Íàéòè P{ξ = η}.
12.55 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, èìå-

þò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Íàéòè P{ξ = η}.
12.56 Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A(x, y) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êâàäðàòå

Ω = {(x, y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1},

ξ1 = x, ξ2 =

{
1 ïðè x ≥ y,
−1 ïðè x < y,

(ξi = ξi(ω)).

Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1,
á) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2,
â) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ2

1 ,
ã) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = ξ1 + ξ2.
12.57 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

ρξ1(x) = ρξ2(x) =

{
1− |x|, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

Íàéòè ρη(x), η = ξ1
1+ξ2

.
12.58 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû:

ρξ1(x) = ρξ2(x) =

{
1/2x3, x ≥ 1,

0, x < 1.

Íàéòè ρη(x), η = ξ1+1
ξ2+2

.
12.59 ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû Íàéòè

ρξ2(x) =

{
1/x2, x ≤ 1,

0, x > 1,
η =

ξ1

ξ2
2

.

Íàéòè ρη(y).
12.60 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (ξ1, ξ2) çàäàíà Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x, y) =





0, åñëè min(x, y) < 0;
min(x, y) åñëè 0 ≤ min(x, y) ≤ 1;
1, åñëè min(x, y) > 1.

Íàéòè P{(ξ − 1/2)2 + (η − 1/2)2 ≤ 1/4}.
12.61 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåîòðèöàòåëüíû, íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ f(x).
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) η = ξ1 − ξ2,
á) τ =

√
ξ2
1 + ξ2

2 .
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12.62 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ
ïëîòíîñòüþ f(x).

Íàéòè äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(r, ϕ) ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷-
êè (ξ1,ξ2).

12.63 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî
ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì α.

Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) η1 = max{ξn, . . . , ξ1}
á) η2 = min{ξ1, . . . , ξn}.
12.64 ξ1, . . . , ξn (n ≥ 2) íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ

ïàðàìåòðîì åäèíèöà.
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1

ξ1+...+ξn
.

12.65 Òî÷êà C(ξ1, ξ2, ξ3) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ñôåðå
x2 + y2 + z2 = 1.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ1.
12.66 Èìååòñÿ äâà êðåñëà. Äâîå óñåëèñü îäíîâðåìåííî. Òðåòèé æäåò îñâî-

áîæäåíèÿ ìåñòà. Âðåìÿ ñèäåíèÿ êàæäîãî � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîêàçàòåëüíî
ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

à) òðåòèé óñÿäåòñÿ íà ìåñòî ïåðâîãî,
á) òðåòèé âñòàíåò ðàíüøå âòîðîãî èëè ïåðâîãî, è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

âðåìåíè îæèäàíèÿ.
12.67. À Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, åñëè ξ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1.
12.67. Á Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 + ξ2, åñëè ξ1

è ξ2 íåçàâèñèìû, èìåþò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (α1, β) è (α2, β).
Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

1∫

0

tα−1(1− t)β−1 dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

12.67. Â Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ2
n = ξ2

1 + . . . +
ξ2
n, åñëè ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).

12.67. Ã Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
√

1

n
(ξ2

1 + . . . + ξ2
n),

åñëè ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
12.67. Ä Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

τn =
ξ0√

1
n
(ξ2

1 + . . . + ξ2
n)

,

åñëè ξ0, ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû, íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
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