
�9 ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè, â îñíîâíîì, òîëüêî òàêèå ñëó÷àéíûå ýêñïåðè-
ìåíòû, â êîòîðûõ ìû èìååì êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Èìåííî äëÿ òàêîé ñèòóàöèè âûøå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî ìíîãèå ðåàëüíûå çàäà÷è íå ìîãóò áûòü îïèñàíû â
ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè, ïîýòîìó íóæíî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå. Òàêîå îïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî, äàíî À.Í.Êîëìîãîðîâûì â åãî êíèãå
"Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé".

Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Ω êîòîðîå ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ, êîòîðûìè
çàêàí÷èâàåòñÿ ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàåòñÿ σ�
àëãåáðîé, åñëè

1) Ω ∈ A;
2) åñëè A ∈ A , òî è Ā ∈ A;
3) åñëè A1,A2, . . . , An, . . .∈ A, òî

∞⋃
n=1

An ∈ A.
Çàìå÷àíèå 1. Ýëåìåíòû σ�àëãåáðû A íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè.
Çàìå÷àíèå 2. Âûáîð îïðåäåëåííîé σ�àëãåáðû â ðåàëüíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâó-

åò îïðåäåëåííîìó óðîâíþ èíôîðìàöèè î ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå. Â A âõîäÿò
òå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, î íàñòóïëåíèè èëè íåíàñòóïëåíèè êîòîðûõ ìû ìîæåì ñó-
äèòü íà îñíîâå èìåþùåéñÿ ó íàñ èíôîðìàöèè îá îêîí÷àíèè ýêñïåðèìåíòà. ×àñòî
îïðåäåëåííàÿ σ�àëãåáðà âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé íàèáîëåå ïðîñòîãî îïèñàíèÿ
ýêñïåðèìåíòà èëè ìàòåìàòè÷åñêîãî óäîáñòâà.

Êàê ïðàâèëî, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ òîò èñõîäíûé íàáîð ñîáûòèé, ñ êîòîðûì
ìû èìååì äåëî, íå îáðàçóåò σ�àëãåáðû. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðå-
äåëåíèþ. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω.

Îïðåäåëåíèå 2. σ�àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì M íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øàÿ σ�àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ äàííîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ, ò.å. òàêîå ñåìåéñòâî
σ(M) ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) M⊂ σ(M);
2) σ(M) � σ�àëãåáðà;
3) Åñëè A � íåêîòîðàÿ σ�àëãåáðà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1 è 2, òî σ(M) ⊂

A.
Çàìå÷àíèå 3. Ïîðîæäåííàÿ σ�àëãåáðà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâàM è

ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ σ�àëãåáð, ñîäåðæàùèõ M.
Ïðèìåð 1. Ω = R, M = {A ⊂ R : A = (a, b), −∞ < a < b < +∞} �

ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ èç R. Â ýòîì ñëó÷àå σ�àëãåáðà B = σ(M)
íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ�àëãåáðîé, à åå ýëåìåíòû áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ìíîæåñòâî A = [a, b) ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ An = (a− 1/n, b) ∈ M è, ñëåäîâàòåëüíî,
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An ∈ B. Òàê êàê B � σ�àëãåáðà, òî A =
∞⋂

n=1
An ∈ B (ñì. çàäà÷ó 9.2).

Îïðåäåëåíèå 3. Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà (Ω, A, P ),
ãäå Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ), A � σ�
àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ (ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé), à P � âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà A, òàêàÿ, ÷òî

1) ∀A ∈ A P (A) ≥ 0;
2) P (Ω) = 1;
3) åñëè A1, A2, . . . , An, . . .∈ A � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ

ñîáûòèé, ò.å. Ai
⋂

Aj = ∅, åñëè i 6= j, òî

P (
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

Çàìå÷àíèå 4. Ôóíêöèÿ P íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé,
ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé), à ÷èñëî P (A) � âåðîÿòíîñòüþ (ïîÿâëåíèÿ) ñîáûòèÿ A.

Çàìå÷àíèå 5. Ñâîéñòâî 3 íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòüþ âåðîÿòíîñòè P
(îá ýêâèâàëåíòíûõ åìó ñâîéñòâàõ ñì. â çàäà÷å 9.13).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü M � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ øàðîâ â Rm. Òîãäà B = σ(M)
íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ�àëãåáðîé â Rm, à åå ýëåìåíòû � áîðåëåâñêèìè ìíîæå-
ñòâàìè. Ïóñòü Ω ⊂ Rm � îãðàíè÷åííîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, A � σ�àëãåáðà
åãî áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ, L � ìåðà Ëåáåãà â Rm ("äëèíà� â R1, "ïëîùàäü�
â R2, "îáúåì� â R3). Äëÿ ëþáîãî A ∈ A ïîëîæèì

P (A) = L(A)/L(Ω).

Ñâîéñòâàìè 1 è 2 âåðîÿòíîñòè çäåñü î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ. Ñâîéñòâî ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè âûòåêàåò èç àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà. Òàêèì îáðàçîì,
òðîéêà (Ω, A, P ) çàäàåò íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî åñòü àêêó-
ðàòíîå îôîðìëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ â �4 íàçûâàëàñü ãåîìåòðè-
÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.

9.1 Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Ω ñåìåéñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ îáðàçóåò σ�
àëãåáðó.

9.2 Ïóñòü A íåêîòîðàÿ σ�àëãåáðà. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) A çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âñåõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé;
2) ∅ ∈ A;
3) åñëè A1, A2, . . . , An, . . .∈ A òî

∞⋂
n=1

An ∈ A;
4) åñëè A1, A2, . . . , An, . . .∈ A òî ìíîæåñòâà

A∗ =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

An è A∗ =
∞⋃

k=1

∞⋂

n=k

An

ïðèíàäëåæàò A. Äàòü âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ ñîáûòèé. Ñîáûòèÿ A∗

è A∗ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñîáûòèé {An}.
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9.3 Ïóñòü A è B � äâà ôèêñèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Ω. Ïîëî-
æèì

An =

{
A, åñëè n � íå÷åòíîå,
B, åñëè n � ÷åòíîå.

Äîêàçàòü, ÷òî A∗ = A ∪ B, A∗ = A ∩ B (ñì. çàäà÷ó 9.2). Äàòü âåðîÿòíîñòíóþ
èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

9.4 Ïóñòü {An} è {Bn} � óáûâàþùàÿ è âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, ò.å.

A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . .

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂ . . .

Äîêàçàòü, ÷òî 1) A∗ = A∗ =
∞⋂

n=1
An; 2) B∗ = B∗ =

∞⋃
n=1

Bn.
9.5 Ïóñòü Aα, α ∈ I � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî σ�àëãåáð ïîäìíîæåñòâ îäíîãî

è òîãî ïðîñòðàíñòâà Ω. Äîêàçàòü, ÷òî A =
⋂

α∈I
Aα ÿâëÿåòñÿ σ�àëãåáðîé.

9.6 Ïóñòü Ω � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. A � ñåìåéñòâî âñåõ åãî íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ è äîïîëíåíèé. Äîêàçàòü, ÷òî A � σ�àëãåáðà.

9.7 Äîêàçàòü, ÷òî â R
1) ìíîæåñòâî A = [a, b] áîðåëåâñêîå;
2) ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî áîðåëåâñêîå;
3) ìíîæåñòâî A = {a}, a ∈ R áîðåëåâñêîå.
9.8 Ïóñòü f : R → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ R ìíîæå-

ñòâî A = {y : f(y) < x} áîðåëåâñêîå.
9.9 Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà M ìíîæåñòâ A1, . . . , An îáðàçóåò ðàçáèåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà Ω, åñëè
1) Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j;
2)

n⋃
i=1

Ai = Ω,
Îïèñàòü σ�àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñèñòåìîéM. Ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àé

n = 2.
9.10 Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàåòñÿ àòîìîì σ�àëãåáðû

A, åñëè
1) A ∈ A;
2) åñëè B ∈ A, B 6= ∅, B ⊂ A, òî B = A.
Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà σ�àëãåáðà A êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå

÷èñëî àòîìîâ A1, . . . , An σ�àëãåáðû A, êîòîðûå îáðàçóþò ðàçáèåíèå Ω è ïîðîæ-
äàþò âñþ σ�àëãåáðó A.

9.11 Ïóñòü ïàðà (Ω, P ) çàäàåò äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (cì.
�3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñèñòåìó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω è ïîëîæèì
∀A ∈ A

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω).
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Äîêàçàòü, ÷òî òðîéêà (Ω, A, P ) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
9.12 Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, A, P ) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî M = {A1, A2, . . .} ýëåìåíòîâ
σ�àëãåáðû A, êîòîðûå îáðàçóþò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω è ïîðîæäàþò âñþ
σ�àëãåáðó A. Äîêàçàòü:

1) âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû M ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè σ�àëãåáðû A;
2) ïàðà (Ω′, P ′), ãäå Ω′ = M, à P ′(ω′) = P (An), åñëè ω′ = An ∈ M, ÿâëÿåòñÿ

äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì;
3) êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ â çàäà÷å 9.11, ïðèâîäèò ê âåðîÿòíîñòíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó (Ω′, A′, P ′), êîòîðîå èçîìîðôíî âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó (Ω, A,
P ) â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå g : A → A′,
òàêîå, ÷òî ∀A ∈ A P (A) = P ′(g(A)).

9.13 Ïóñòü (Ω, A, P ) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü,
÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè P ýêâèâàëåíòíû:

1) åñëè A1, . . . , An ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ . . .,
∞⋂

n=1
An = ∅, òî P (An) → 0 �

íåïðåðûâíîñòü íà ïóñòîì ìíîæåñòâå;
2) åñëè A1, . . . , An ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ . . .,

∞⋂
n=1

An = A, òî P (An) → P (A) �
íåïðåðûâíîñòü ñâåðõó;

3) åñëè A1, . . . , An ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ . . .,
∞⋃

n=1
An = A, òî P (An) → P (A) �

íåïðåðûâíîñòü ñíèçó;
4) åñëè A1, . . . , An ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, òî

P (
∞∑

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An)

� ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè.
9.14 Ïóñòü (Ω, A, P ) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, A1, . . . ,

An ∈ A: A∗ = A∗ = A (ñìîòðè çàäà÷ó 9.2). Òîãäà

P (A) = lim
n→∞P (An).

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}
P (A∗) ≤ lim

n→∞P (An) ≤ lim
n→∞P (An) ≤ P (A∗).

9.15 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An} ñîáûòèé

P (
∞⋃

n=1

An) = P (A1) + P (Ā1A2) + . . . + P (Ā1Ā2 . . . Ān−1An) + . . . .

9.16 Ëåììà Áîðåëÿ-Êàíòåëëè. Ïóñòü {An} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîáûòèé.

1. Åñëè
∞∑

n=1
P (An) < ∞, òî P (A∗) = 0.
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2. Åñëè {An} íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è
∞∑

n=1
P (An) = ∞, òî P (A∗) = 1.

9.17 Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñïûòàíèé è âåðîÿòíîñòüþ
óñïåõà p > 0. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áóäåò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî óñïåõîâ.

9.18 Êëàññ M ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàåòñÿ ïîëóàëãåáðîé, åñëè
1) Ω ∈M;
2) åñëè A, B ∈M, òî A ∩B ∈M;
3) åñëè A, B ∈M, A ⊂ B, òî ñóùåñòâóþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæå-

ñòâà A1, A2, . . . , An ∈M,òàêèå, ÷òî A1 = A, A + A2 + . . . + An = B.
Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîëóàëòåáðàìè:
à) M = {[a, b), (−∞, b), a, b ∈ R} äëÿ Ω = R;
á) M = {[a1, b1) × . . . × [an, bn) è (−∞, b1) × . . . × (−∞, bn), ai, bi ∈ R, i =

1, . . . , n} äëÿ Ω = Rn.
9.19 Êëàññ M ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè
1) Ω ∈M;
2) åñëè A, B ∈M, òî A ∪B ∈M;
3) åñëè A ∈M, òî Ā ∈M.
Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîëóàëãåáðîé. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëó-

àëãåáðû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.
9.20 ÏóñòüM � ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, A � ñèñòåìà âñåõ

êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èç M. Äîêàçàòü, ÷òî A �
àëãåáðà.

9.21 Ïóñòü M � ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, A = σ(M) � àë-
ãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé M. Åñëè íà ïîëóàëãåáðå M çàäàíà ìîíîòîííàÿ,
íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ P , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü P̄ íà A, ñîâïàäàþùàÿ ñ P íà M.

9.22 Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü M � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ω, A = σ(M) � σ�àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé M. Åñëè P
� ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ âåðîÿòíîñòü, çàäàííàÿ íà M, òî ñóùåñòâóîò åäèíñòâåííàÿ
ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ âåðîÿòíîñòü P̄ íà A, ñîâïàäàþùàÿ ñ P íà M.

9.23 Ïóñòü (Ω, A, P ) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè P (A), A ∈ A åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà [0, 1].

9.24 Ïóñòü (Ω, A, P ) � íîàòîìàðíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ∀A ∈ A
P (A) > 0 ñóùåñòâóåò B ∈ A: B ⊂ A è 0 < P (B) < P (A). Òîãäà ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè P (A), A ∈ A, ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [0, 1].

9.25 Ïóñòü (Ω, A, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì A è B ýêâè-
âàëåíòíûìè, åñëè P (A4B) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. ∀B∞, B∈ ∈ S ïîëîæèì

ρ(B∞,B∈) = P (B14B2),
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ãäå B1 è B2 � ïðîèçâîëüíûå ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ B∞, B∈. Äîêàçàòü, ÷òî ρ �
ìåòðèêà íà S è (S, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

9.26 Ïóñòü (Ω, A, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. M � àëãåáðà ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, ïîðîæäàþùàÿ σ�àëãåáðó A. Äîêàçàòü, ÷òî ∀ε > 0 è
∀A ∈ A ñóùåñòâóåò B ∈M:

¶(A4B) < ε.

Ïîïûòàéòåñü ñ ïîìîùüþ ýòîé çàäà÷è äîêàçàòü òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè âåðî-
ÿòíîñòåé.

9.27 Ïóñòü Ω � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rn, f : Ω → R � íåîòðèöàòåëüíàÿ,
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

∫

Ω

f(x) dx = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçA σ�àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω è ïîëîæèì
∀A ∈ A

P (A) =
∫

A

f(x) dx.

Äîêàçàòü, ÷òî (Ω, A, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
9.28 Ïóñòü F (x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà R1 è îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀x ∈ R1;
2) F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà;
3) F (x) íåóáûâàþùàÿ;
4) lim

x→+∞F (x) = 1, lim
x→−∞F (x) = 0.

Ïóñòü A � ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ, îïðåäåëåííàÿ â çàäà÷å 9.18 à). Ïîëî-
æèì:

∀A = [a, b), P (A) = F (b)− F (a),
∀A = (−∞, b), P (A) = F (b), ∀a, b ∈ R1.
Äîêàçàòü, ÷òî P ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íà σ�àëãåáðå A âñåõ áîðåëåâ-

ñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç R òàê, ÷òî ∀A ∈ M P îïðåäåëåíà ïî óêàçàííîìó âûøå
ïðàâèëó è ÿâëÿåòñÿ íà A ñ÷åòíî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

9.29 Ïóñòü F (x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Rn è îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀x ∈ Rn;
2) F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;
3) F (x) íå óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;
4) F (x1, . . . , xi, . . . , xn) → 0 ïðè xi → −∞ ∀i,
F (x1, . . . , xn) → 1 ïðè x1 → +∞, . . . , xn → +∞,
5) 4h1 . . .4hnF (x1, . . . , xn) > 0 ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ∀h1 > 0,. . . , ∀hn > 0,

ãäå 4hi � îïåðàòîð îáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòè ïî i-îé êîîðäèíàòå íà îòðåçêå äëèíû
hi.
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Ïóñòü M � ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ, îïðåäåëåííàÿ â çàäà÷å 9.18 â). Ïîëî-
æèì ∀A = [x1, x1 + h1)× . . .× [xn, xn + hn)

P (A) = 4h1 . . .4hnF (x1, . . . , xn).

Äîêàçàòü, ÷òî P ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íà σ�àëãåáðå A âñåõ áîðåëåâ-
ñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç Rn òàê, ÷òî P áóäåò ñ÷åòíî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòüþ íà A
è îïðåäåëåíà íà M ïî óêàçàííîìó âûøå ïðàâèëó.

�10. ÑËÓ×ÀÉÍÀß ÂÅËÈ×ÈÍÀ È ÅÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Ïóñòü (Ω, A, P ) � ôèêñèðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, B � áîðåëåâ-
ñêàÿ σ�àëãåáðà â R1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñ.â.) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ξ : Ω →
R1, òàêîå, ÷òî

∀B ∈ B ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ A. (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèåì ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Pξ,
çàäàííàÿ íà áîðåëåâñêîé σ�àëãåáðå B ïî ïðàâèëó

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} ∀B. (2)

Çàìå÷àíèå 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ íå Ω, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (1), íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìîé (áîëåå òî÷íî A�èçìåðèìîé èëè (A, B)�èçìåðèìîé).

Çàìå÷àíèå 2. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ, êîíå÷íî, ñ.â. íå çàäàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ
íà Ω, òàê êàê íèêàêîãî ôèêñèðîâàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ äàí-
íîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà íåò. È âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, è ôóíêöèÿ
ξ íà íåì ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ èçó÷åíèÿ îáùèõ
ñâîéñòâ ñ.â. Â êîíêðåòíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ñ.â. çàäàåòñÿ òîëüêî ñâîèì
ðàñïðåäåëåíèåì èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé åìó âåðîÿòíîñòíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé.

Äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. íóæíî çíàòü âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ëþáûå
áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà. Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñ.â ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé. Åå íåëüçÿ èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè, çàäàòü ïðîñòîé
ôîðìóëîé è ò.ä. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ äðóãàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ðàñïðåäåëåíèþ, âåðî-
ÿòíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñ.â.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) ñ.â. íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Fξ ,
çàäàííàÿ íà R1 ïî ïðàâèëó

Fξ(x) = P{ξ < x}, x ∈ R1. (3)

Çàìå÷àíèå 3. Ô.ð. îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pξ è ñàìà, â
ñâîþ î÷åðåäü, îäíîçíà÷íî åãî îïðåäåëÿåò (ñì. çàäà÷ó 10.3).

Çàìå÷àíèå 4. Ñâîéñòâà ô.ð. ñì. íèæå (çàäà÷à 10.1).
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Ïðèìåð 1. Èç îòðåçêà [0; 1] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà A. Ñ.â. ξ
åñòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò A äî ëåâîãî êîíöà îòðåçêà.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñëó÷àéíîé òî÷êè A èç îò-

ðåçêà [0; 1], òî åñòåñòâåííî âûáðàòü Ω = [0; 1]. Â êà÷åñòâå A âîçüìåì áîðåëåâñêóþ
σ�àëãåáðó B([0; 1]). Ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷êè ïîäðàçóìåâàåò ðàâíîâåðîÿòíîñòü,
ò.å. ìû èìååì äåëî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè è P = L, ãäå L
� ìåðà Ëåáåãà. Â äàííîì ñëó÷àå ξ(ω) = ω2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå
ïîäìíîæåñòâî íà [0; 1]. Îáîçíà÷èì
B1 = {ω : ω2 ∈ B ⊂ [0; 1]}. Òîãäà
Pξ(B) = P{ξ ∈ B} = P{ω : ω2 ∈ B} = P{ω : ω ∈ B1} = L(B1).
Âû÷èñëèì ô.ð. Òàê êàê ξ(ω) = ω2 ∈ [; 1] ∀ω ∈ [0; 1], òî

1) ∀x ≤ 0
Fξ(x) = P{ξ < x} = P (∅) = 0;
2) ∀x > 1
Fξ(x) = P{ξ < x} = P (Ω) = 1;
3) ∀x ∈ [; 1]
Fξ(x) = P{ξ < x} = P{ω : ω2 < x} = P{ω : ω <

√
x} = L([0;

√
x]) =

√
x.

Ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ.â. âûäåëÿþò ñëåäóþùèå òðè êëàññà ðàñïðåäåëå-
íèé (Îïð. 4,5,6).

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X = {x1, x2, . . .} ⊂ R1. P{ξ ∈ X} = 1.

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè ∀x ∈ X, P{ξ = x} > 0, òî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
ξ.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ äèñêðåòíî, òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè X = {x1, x2, . . . xn, . . .} � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî Pn = P{ξ = xn} íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ
xn.

Çàìå÷àíèå 8. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî (ñì.çàäà÷ó 10.5), ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
X è íàáîð âåðîÿòíîñòåé Pn, n ≥ 1 çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñ.â. ξ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå Pξ. Â ñèëó ýòîãî ïàðó (X, {Pn}) òàêæå íàçûâàþò (âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîâñåì àêêóðàòíî) ðàñïðåäåëåíèåì äèñêðåòíîé ñ.â. ξ. Âñþäó íèæå,
êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñ.â., èìååòñÿ â âèäó èìåííî
çàäàíèå ýòîé ïàðû.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äèñêðåòíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

1. Ðàñïðåäåëåíèå Á¼ðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p,

X = {0; 1}, P{ξ = 1}, P{ξ = 0} = 1− p = q, 0 < p < 1.

2. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p

X = {0, 1, 2, . . . , n}, P{ξ = k} = Ck
npkqn−k = b(n, p, k), 0 ≤ k ≤ n, 0 < p < 1. (4)
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3. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

X = {0, 1, 2, . . . , k, . . .}, P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ = πk, k = 0, 1, . . . , 0 < λ < ∞.

4. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè N , N1, n.

X = {0, 1, 2, . . . , min(n,N1)}, P{ξ = k} =
Ck

N1
Cn−k

N−N1

Cn
N

, N1 ≤ N, n ≤ N.

Èíòåðïðåòàöèÿ: èç óðíû N øàðîâ (N1 � áåëûõ è N−N1 ÷åðíûõ) âûíèìàþòñÿ
n øàðîâ, P{ξ = k} � âåðîÿòíîñòü èìåòü k áåëûõ øàðîâ ñðåäè âûíóòûõ.

Ïðèìåð 2. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà ñ.â. ξ � ÷èñëî âû-
ïàâøèõ ãåðáîâ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ.

Ðåøåíèå.
Ýòî òèïè÷íàÿ çàäà÷à íà ñõåìó Áåðíóëëè, ãäå ìû èìååì äâà èñïûòàíèÿ (n = 2)

è âåðîÿòíîñòü óñïåõà P = 1/2. Ïî ñìûñëó çàäà÷è X = {0, 1, 2}. Ïî ôîðìóëå 1 èç
�7 èìååì

P{ξ = k} = Ck
2

(
1

2

)k (
1

2

)2−k

,

ò.å. ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n = 2, p = 1/2.
Îïðåäåëåíèå 5. Ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì (îò-

íîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ρξ(x),
x ∈ R1, ÷òî ∀σ ∈ B

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =
∫

B

ρξ(x) dx. (5)

Çàìå÷àíèå 9. Ôóíêöèÿ ρξ(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ï.ð.) ñ.â.
ξ. Óñòàðåâøèì íàçâàíèåì ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàîïðåäåëåíèå èíîãäà
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Çàìå÷àíèå 10. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρξ(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðå-
äåëåíèå Pξ (ñì. ôîðìóëó (5)). Ïîýòîìó, êîãäà õîòÿò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå â àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, èìåþò â âèäó èìåííî ïëîòíîñòü.

Çàìå÷àíèå 11. Ñâîéñòâà ï.p. ρξ(x) ñìîòðè â çàäà÷å 10.6.
Íàèáîëåå ÷àñòî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b].

ρξ(x) =

{
1

b−a
, x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b].

2. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2

ρξ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , x ∈ R1, a ∈ R1, σ > 0.

9



3. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ

ρξ(x) =

{
λe−λx, x > 0,
0, x ≤ 0,

λ > 0

4. Ãàììà�ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α. è β.

ρξ(x) =

{
βα

Γ(α)
xα−1e−βα, α > 0,

0, x ≤ 0,
α > 0, β > 0

5. Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðîì a.

ρξ(x) =
1

π

a2

a2 + x2
, x ∈ R1, a > 0.

Ïðèìåð 3. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò òî÷êó èç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Ñ.â.
ξ � ðàññòîÿíèå äî ôèêñèðîâàííîé äèàãîíàëè.

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðèìåðå 1, ìû èìååì çàäà÷ó íà ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿò-
íîñòü. Â äàííîì ñëó÷àå Ω = [0; 1] × [0; 1], ω = (y1, y2), y1, y2 ∈ [0; 1]. Âû÷èñëèì
ñíà÷àëà ô.ð. Fξ . Òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîëüêî èç îòðåçêà
[0;
√

2/2], òî Fξ = 0, åñëè x ≤ 0 è Fξ = 1 åñëè x >
√

2/2. Ïóñòü x ∈ [0;
√

2/2].

Fξ(x) = P{ξ < x} = 1− (1− x
√

2)2 = 2
√

2x− 2x2.

Òàê êàê ρξ(x) = d
dx

Fξ(x) (ñì. çàäà÷ó 10.6), òî

ρξ(x) =





0, x < 0,

2
√

2− 4x, 0 ≤ x ≤
√

2
2

,

0, x >
√

2
2

.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ R1, ìåðà Ëåáåãà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ
è

P{ξ ∈ X} = 1. (6)

Çàìå÷àíèå 12. Ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèí-
ãóëÿðíûì. Íî îáû÷íî ñèíãóëÿðíûì íàçûâàþò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî
êðîìå ñâîéñòâà (6) äîïîëíèòåëüíî èìååò ìåñòî

P{ξ = x} = 0, ∀x ∈ R1.

Çàìå÷àíèå 13. Îäíîìåðíûå ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ
âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî è ìû èõ â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Òåîðåìà (Ëåáåãà î ðàçëîæåíèè). Ïóñòü Pξ � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íåêî-
òîðîé ñ.â. ξ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P1, P2 è P3
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çàäàííûå íà áîðåëåâñêîé σ�àëãåáðå B è íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà α1, α2 è α3,∑
α = 1, ÷òî ∀B ∈ B

Pξ(B) = α1P1(B) + α2P2(B) + α3P3(B).

Çäåñü ðàñïðåäåëåíèå P1 � äèñêðåòíîå, P2 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå, P3 � ñèí-
ãóëÿðíîå.

Çàìå÷àíèå 14. Ðàñïðåäåëåíèå Pξ íàçûâàåòñÿ ñìåñüþ ðàñïðåäåëåíèé P1, P2 è
P3 ñ âåñàìè α1, α2 è α3.

Çàìå÷àíèå 15. P1, P2 è P3 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äèñêðåòíîé, àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé è ñèíãóëÿðíîé êîìïîíåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ.

Çàìå÷àíèå 16. Íà ïðàêòèêå ìû èìååì äåëî òîëüêî ñî ñìåñÿìè äèñêðåòíûõ è
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Çàìå÷àíèå 17. Åñëè êàêîé-ëèáî èç âåñîâ α = 1 (à çíà÷èò, îñòàëüíûå ðàâíû
íóëþ), òî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì.

Ïðèìåð 4. Ñ.â. ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [-2,2]. Íîâàÿ
ñ.â. η ÿâëÿåòñÿ ñðåçêîé ñ.â. ξ íà óðîâíå 1, ò.å.

η =





−1, ξ < −1,
ξ, |ξ| ≤ 1,
1, ξ > 1.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. η è âûäåëèòü äèñêðåòíóþ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ
ñîñòàâëÿþùèå.

Ðåøåíèå. Çàäàäèì ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. η ñ ïîìîùüþ åå ô.ð. Ò.ê. ýòà çàäà÷à óæå
ðàññìàòðèâàëàñü âûøå âûïèøåì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Fη(x) =





0, x ≤ −1,
1
4

+ 1
4
(x + 1), −1 < x ≤ 1,

1, x > 1.

Òàê êàê íà îòðåçêå [-1,1] η è ξ ñîâïàäàþò, òî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ òàì îäèíàêî-
âû. Òàêèì îáðàçîì, η íà îòðåçêå èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êðîìå òîãî,
ðàñïðåäåëåíèå èìååò äâå äèñêðåòíûå òî÷êè +1 è -1, òàê êàê

P{η = −1} = P{ξ < −1} = 1/4,

P{η = +1} = P{ξ > 1} = 1/4.

Â èòîãå ðàñïðåäåëåíèå P2 èìååò äèñêðåòíóþ êîìïîíåíòó P1 ïðèïèñûâàþùóþ
ðàâíûå âåðîÿòíîñòè (è ïîòîìó ðàâíûå 1/2), åå âåñ ðàâåí α1 = 1/4 + 1/4 = 1/2,
è àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó P2, ÿâëÿþùóþñÿ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì íà [−1; 1], åå âåñ ðàíåí α2 = 1/2.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ
è èõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.
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Ïðèìåð 5. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñ.â. çàäàíî òàáëèöåé:
xn -1 0 1 2 3
Pn 0.1 0.3 0.2 0.1 0.3

Âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.
Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëåçíî íàðèñîâàòü ÷èñëîâóþ îñü è íàíåñòè

íà íåå çíà÷åíèÿ ñ.â.
Çíà÷åíèÿ ñ.â. ξ ðàçäåëèëè R1 íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ. Óäîáíåå Âû÷èñëÿòü

Fξ(x) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà â îòäåëüíîñòè:
1) x ≤ −1.
Fξ(x) = P{ξ < x} = P (∅) = 0;
2) −1 < x ≤ 0.
Fξ(x) = P{ξ < x} = P (ξ = −1} = 0.1;
3) 0 < x ≤ 1.
Fξ(x) = P{ξ < x} = P (ξ = −1) ∪ (ξ = 0)} = P{ξ = −1}+ P{ξ = 0} =

0.1 + 0.3 = 0.4.
Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ è íà äðóãèõ èíòåðâàëàõ. Ñâîäÿ âñå âî-

åäèíî, ïîëó÷èì

Fξ(x) =





0, x ≤ −1,
0.1, −1 < x ≤ 0,
0.4, 0 < x ≤ 1,
0.6, 1 < x ≤ 2,
0.7, 2 < x ≤ 3,
1, x > 3.

Çàìå÷àíèå 18. Àíàëèçèðóÿ âèä ýòîãî ãðàôèêà, ìû âèäèì, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ ôèãóðó. Òî÷êè ðàçðûâà ãðàôèêà ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè xn

ñ.â. ξ, à âåëè÷èíà ñêà÷êà ãðàôèêà â òî÷êå ðàçðûâà xn ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
Pn ïîÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 6. Ïî ãðàôèêó ô.ð. äèñêðåòíîé ñ.â. íàéòè åå ðàñïðåäåëåíèå.
Ðåøåíèå. Â ñèëó çíà÷åíèÿ 18 ìíîæåñòâî X çíà÷åíèé ñ.â. ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì òî÷åê ðàçðûâà ô.p. Fξ(x). Òàêèì îáðàçîì, X = {−2,−1, 0, 1, 2}. Âåðîÿò-
íîñòè çíà÷åíèé ðàâíû âåëè÷èíå ñêà÷êà ãðàôèêà ô.ð. â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
Îòñþäà

P{ξ = −2} = 0.15, P{ξ = −1} = 0.3,
P{ξ = 0} = 0.15, P{ξ = 1} = 0.2, P{ξ = 2} = 0.2.
Ïðèìåð 7. Ñ.â. ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

ρξ(x) =

{
cx2, x ∈ [0; 2],
0, x /∈ [0; 2].

Íàéòè:
1) Êîíñòàíòó c;
2) Ô.ð. Fξ(x);
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3) P{1 ≤ ξ < 3}.
Ðåøåíèå. Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ï.ð. ρξ(x) ñ.â. ξ ÿâëÿåòñÿ (ñì. çàäà÷ó

10.6) ñâîéñòâî íîðìèðîâêè:
+∞∫

−∞
ρξ(x) dx = 1.

Â íàøåì ñëó÷àå ìû èìååì
+∞∫

−∞
ρξ(x) dx =

0∫

−∞
0 dx + c

0∫

2

x2 dx +

+∞∫

0

dx = 0 + c
x3

3

∣∣∣
2

0
+ 0 = c · 8

3
= 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì c = 8
3
.

Ô.ð. Fξ è ï.ð. ρξ câÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (ñì. çàäà÷ó 10.6)

Fξ(x) =

x∫

−∞
ρξ(y) dy.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
1) x < 0.
Fξ(x) =

x∫
−∞

ρξ(y) dy =
x∫

−∞
0 dy = 0.

2) 0 ≤ x ≤ 2.
Fξ(x) =

x∫
−∞

0 dy +
x∫
0

3
8
y2 dy = 1

8
x3;

3) x > 2.
Fξ(x) =

0∫
−∞

0 dy +
2∫
0

3
8
y2 dy +

x∫
2

0 dy = 1.
Ïî îïðåäåëåíèþ ï.ð. ñ.â. ξ

P{1 ≤ ξ < 3} = P{ξ ∈ [1; 3)} =

3∫

1

ρξ(y) dy =

2∫

1

3

8
y2 dy +

3∫

2

0 dy =
3

8

y3

3

∣∣∣
1

2
=

7

8
.

Ïðèìåð 8. C.â. ξ èìååò ñëåäóþùåãî âèäà

Fξ(x) =





0, x ≤ 0,
x3, 0 < x ≤ 1,
1, x > 1.

Íàéòè:
1) Ï.ð. ρξ;
2) P{−0.5 ≤ ξ < 0.5}.
Ðåøåíèå. Ô.ð. Fξ è ï.ð. ρξ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (ñì. çàäà÷ó 10.6)

ρξ(x) =
d

dx
Fξ(x).
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå ô.ð. Fξ íàøåé çàäà÷è, ïîëó÷àåì

ρξ(x) =





0, x ≤ 0,
3x2, 0 < x ≤ 1,
0, x > 1.

Îäíèì èç ñâîéñòâ ô.ð.Fξ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

P{a < ξ ≤ b} = Fξ(b)− Fξ(a),

Îòñþäà ïîëó÷àåì P{−0.5 ≤ ξ < 0.5} = 0.53 − 0 = 0.125.
10.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ξ:
1) ∀B ∈ B, Pξ ≥ 0;
2) Pξ(R

1) = 1;
3) åñëè B1, B2, . . .∈ B è Bi ∩Bj = ∅, ∀i 6= j, òî
Pξ(

∞⋃
n=1

Bn) =
∞∑

n=1
Pξ(Bn).

10.2 Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ô.ð. Fξ ñ.â. ξ:
1) 0 ≤ Fξ ≤ 1, ∀x ∈ R1;
2) Fξ íå óáûâàåò;
3) Fξ íåïðåðûâíà ñëåâà;
4) lim

x→−∞Fξ(x) = 0, lim
x→+∞Fξ(x) = 1.

5) P{a ≤ ξ < b} = Fξ(b)− Fξ(a).
10.3 Ô.ð. Fξ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå Pξ.
Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà ïî ô.ð. Fξ âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë,

ïîòîì è ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, äàëåå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåîðåìîé î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòè.

10.4 Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ P çàäàííàÿ íà B è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè
1�3 èç çàäà÷è 10.1, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íåêîòîðîé ñ.â ξ.

10.5 Äîêàçàòü, ÷òî äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå (X, {Pn}) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) Pn ≥ 0;
2) ∑

Pn = 1;
3) P{ξ ∈ B} =

∑
n:xn∈B

Pn;
4) Fξ(x) =

∑
n:xn∈B

Pn;
5) Pn = P{ξ = xn} = Fξ(xn + 0) + Fξ(xn).
10.6 Äîêàçàòü, ÷òî ï.ð. ρξ ñ.â. ξ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) ∀x ∈ R1 ρξ ≥ 0 ;
2)

+∞∫
−∞

ρξ(x) dx = 1;
3) ρξ(x) = d

dx
Fξ(x);

4) Fξ(x) =
x∫

−∞
= ρξ(y) dy;

5) ∀B ∈ B Pξ(B) =
∫
B

ρξ(x) dx;
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â ÷àñòíîñòè

P{a ≤ ξ < b} =

b∫

a

ρξ(x) dx.

10.7 Äîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ(x), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1-2
èç çàäà÷è 10.6, ÿâëÿåòñÿ ï.ð. íåêîòîðîé ñ.â. ξ.

10.8 Êàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) F (x) =

{
0, x ≤ 0,

x
1+x

, x > 0;

á) F (x) = π
2

+ arctgx;

â) F (x) =





0, x < 0,
2x− x2, x ∈ [0; 2];
1, x > 2

10.9 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíà ôîðìóëîé

ρξ(x) =

{
Cx−3/2, x ≥ 1,
0, x < 1;

Íàéòè:
à) ïîñòîÿííóþ C;
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 1/ξ;
â) P{0.1 < η < 0.2}.
10.10 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà ρξ(x) = cx2e−x,

x > 0.
Íàéòè:
à) çíà÷åíèå c;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ;
â) âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îòðåçîê [0; 1].
10.11 Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ýòè ôóíêöèè

ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèé:
à) f(x) =

{
0, x /∈ [a; b],
c, x ∈ [a; b];

á) ϕ(x) =

{
ax2 + bx, ax2 + bx ≥ 0,
0, ax2 + bx < 0;

10.12 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè:

ρξ(x) =
1

π

1

1 + x2
.

Íàéòè a, òàêîå, ÷òî P{ξ > a} = π
4
.

10.13 ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0;1). Îöåíèòü âåðî-
ÿòíîñòè:

à) P{|ξ| > 2};
á) P{ξ ∈ (1; 2)};
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â) P{ξ < −3}.
10.14 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì λ = 1. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè:
à) P{ξ > 1};
á) P{ξ > 2/ξ > 1};
â) P{ξ > 2/ξ > 3}.
10.15 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(a, b). Îïðåäåëèòü: à) âåëè÷èíó ; á) P{ξ > 0}.
10.16 Â êðóãëîå îçåðî ðàäèóñà 1 êì ïàäàåò êàìåíü. Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ óäàëåíèÿ òî÷êè ïàäåíèÿ îò áåðåãà.
10.17 Â ïðÿìîóãîëüíûé ïðóä a× b êì ïàäàåò êàìåíü. Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ óäàëåíèÿ òî÷êè ïàäåíèÿ îò áåðåãà.
10.18 Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà êàðàñåé ñðåäè 10 ïîéìàííûõ ðûá, åñëè êàæ-

äûé ðàç ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/5 ïîéìàííàÿ ðûáêà � êàðàñü.
10.19 Äâîå äîãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ ìåæäó ÷àñîì è äâóìÿ. Íàéòè ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ ïðèøåäøåãî ïåðâûì.
10.20 Êëàä íàõîäèòñÿ â îäíîì èç äâåíàäöàòè ñòóëüåâ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå

÷èñëà ïðîñìîòðåííûõ ñòóëüåâ äî îáíàðóæåíèÿ êëàäà.
10.21 Ïàëî÷êà äëèíîé l ñëó÷àéíî ëîìàåòñÿ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

äëèíû ìåíüøåé ÷àñòè.
10.22 Îêðóæíîñòü ñ òî÷êîé A êàòèòñÿ ïî ïëîñêîñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ òî÷êè A äî ïëîñêîñòè ñåãîäíÿ â ïîëíî÷ü.
10.23 Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèè ðàäèóñà-âåêòîðà ñëó÷àéíîé

òî÷êè îêðóæíîñòè ðàäèóñà P íà äèàìåòð îêðóæíîñòè.
10.24 Èç êîëîäû 36 êàðò âûíèìàþòñÿ 3. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà

êðàñíûõ êàðò ñðåäè âûíóòûõ.
10.25 Ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâå-

äåíèÿ âûïàâøèõ î÷êîâ.
10.26 Íà îòðåçîê [0; 1] ñëó÷àéíî ïàäàþò äâå òî÷êè. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.
10.27 n ñëó÷àéíûõ òî÷åê ðàçáèâàþò îòðåçîê íà n + 1 îòðåçêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî

èõ äëèíû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.
10.28 ψ(x) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = signξ.
10.29 f(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = |ξ|.
10.30 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ðàñ-

ïðåäåëåíèå ξ − a.
10.31 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 1]. Íàéòè

ðàñïðåäåëåíèå aξ + b.
10.32 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 1]. Íàéòè

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
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a) ξ + 1;
á) ξ2;
â) eξ.
10.33 ξ � âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîìïüþòåðà, êîòîðûé íà÷èíàåì ðàáîòàòü

â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìïüþòåð íå âûéäåò
èç ñòðîÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [t, t +4t] åñëè îí íå âûõîäèë èç ñòðîÿ äî ýòîãî
âðåìåíè, ðàâíà λ(t)4t+0(4t). Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

F (t) = 1− exp{−
t∫

0

λ(u) du}.
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