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ÓÄÊ 519.21
Â ïåðâîì âûïóñêå ïðàêòèêóìà ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíûå ôóí-

äàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ, ñîáûòèÿ è îïåðàöèè íàä íèìè, äèñêðåòíîå âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè. Âûïóñê çà-
âåðøàåòñÿ çàäà÷àìè íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè è ñâÿ-
çàííûìè ñ ýòèì ïîíÿòèåì âîïðîñàìè êîìáèíàòîðèêè.

Ïðàêòèêóì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ åñòåñòâåííûõ ôàêóëüòå-
òîâ óíèâåðñèòåòà.

Ñîñòàâèòåëè: Þ. Ê. Ïîäñòàâêèí, Ñ. Ë. Ïîïöîâ, Þ. Ñ. Õîõëîâ.
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�1. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÈÑÕÎÄÎÂ

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà �
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà � ìû íà÷èíàåì ñ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà (ìíîæåñòâà) ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä � ýòî
íåêîòîðîå ñîáûòèå, êîòîðîå äà¼ò îïèñàíèå òîãî, ÷åì çàêîí÷èëîñü ïðî-
âåäåíèå ýêñïåðèìåíòà. Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå èñõîäû äîëæíû ðàçëè-
÷àòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è ñîäåðæàòü ïîëíóþ èí-
ôîðìàöèþ î í¼ì, òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì:

1. â îòäåëüíîì èñïûòàíèè õîòÿ áû îäèí èç âûáðàííûõ ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò;

2. â êàæäîì èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî
èñõîäà.

Â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ áóêâîé Ω, à åãî ýëåìåíòû � ω.

Ïðèìåð 1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò îäèí ðàç. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàí-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â ïîÿâëåíèè
"ãåðáà", à ÷åðåç � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â ïîÿâëåíèè "öèôðû". Ýòè äâà
ñîáûòèÿ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 è 2. Ïîýòîìó Ω = {, }.

Î÷åíü ÷àñòî ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò êàê áû èç íåñêîëüêèõ
ýòàïîâ (íåñêîëüêî ðàç ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó èëè êóáèê, âûíèìàþò
íåñêîëüêî øàðîâ èç óðíû è ò. ï.). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íóæíî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå äâà
îáñòîÿòåëüñòâà:

• à) ìåíÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà íà ðàçíûõ ýòàïàõ (íàïðè-
ìåð, âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì èëè áåç âîçâðàùåíèÿ);

• á) âàæåí ëè ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýòàïîâ.

Ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè íå îãîâî-
ðåíî ïðîòèâíîå, òî ëó÷øå ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýòàïîâ.
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Ïðèìåð 2.Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò n ðàç. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîäîáíàÿ çàäà÷à ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷-
íûõ ôîðìóëèðîâêàõ, òî óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå óíèâåðñàëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü εi = 1, åñëè ïðè i-ì ïîäáðàñûâàíèè ïîÿâèëñÿ "ãåðá"è
εi = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç âñåõ êî-
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω âèäà ω = (ε1, ε2, . . . , εn).

Ïðèìåð 3. Èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè, ñîäåðæàùåé N ïðåäìå-
òîâ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòîáðàëè n ïðåäìåòîâ. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàí-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñå ïðåäìåòû ïðîíóìåðîâàíû öåëûìè ÷èñëàìè
îò 1 äî N . ×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü óñëîâèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòà:

• à) ïîñëå âûáîðà ïðåäìåòà îí âîçâðàùàåòñÿ íàçàä, ó÷èòûâàåòñÿ
ïîðÿäîê âûáîðà ïðåäìåòîâ. Ïóñòü εi = k, åñëè íà i-ì øàãå áûë
âûáðàí ïðåäìåò ñ íîìåðîì k. Òîãäà Ω ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà
ω = (ε1, . . . , εn);

• á) âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ, ó÷èòûâàåòñÿ ïîðÿäîê.
Â ýòîì ñëó÷àå ω = (ε1, . . . , εn), íî εi 6= εj, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n;

• â) âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ, ïîðÿäîê íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ. Çäåñü âàæíî òîëüêî òî, êàêîé ïðåäìåò âûáðàí, à êàêîé íåò.
Ïîëîæèì εi = 1, åñëè ïðåäìåò ñ íîìåðîì i âûáðàí, è εi = 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ýòî ñîâåðøåííî íå òî, ÷òî â ñëó÷àÿõ à) è á)).
Òîãäà Ω ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà ω = (ε1, . . . , εN), εi = 0 èëè 1.

Ïðèìåð 4. Èç îòðåçêà [0, 1] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò òî÷êó.
Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å â êà÷åñòâå ω åñòåñòâåííî âçÿòü òî ÷èñëî
èç [0, 1], êîòîðîå áûëî âûáðàíî. Òîãäà Ω = [0, 1].

Âî âñåõ ïðèâîäèìûõ íèæå çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîñòðàí-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

• 1.1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò à) äâà ðàçà; á) òðè ðàçà.
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• 1.2. Èãðàëüíûé êóáèê ïîäáðàñûâàþò à) îäèí ðàç; á) äâà ðàçà.

• 1.3. Èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, 4 âûáèðàþò ñ âîçâðàùåíèåì äâà
÷èñëà.

• 1.4. Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó è èãðàëüíóþ êîñòü.

• 1.5. Â óðíå 3 áåëûõ è 2 ÷¼ðíûõ øàðà. Áåç âîçâðàùåíèÿ âûíèìàþò
äâà øàðà.

• 1.6. Â ïåðâîé óðíå 2 ÷¼ðíûõ øàðà è 1 áåëûé, âî âòîðîé 1 ÷¼ðíûé
è 2 áåëûõ. Âûíèìàþò ïî îäíîìó øàðó èç êàæäîé óðíû.

• 1.7. Èç öèôð 0, 1, 2, 3 ñîñòàâëÿþò äâóçíà÷íîå ÷èñëî.

• 1.8. Äâà ÷åëîâåêà îäíîâðåìåííî "âûáðàñûâàþò"ïàëüöû íà îäíîé
ðóêå.

• 1.9. Ñòðåëîê ñòðåëÿåò â ìèøåíü, ñîñòîÿùóþ èç äåñÿòè êîíöåí-
òðè÷åñêèõ êðóãîâ.

• 1.10. Ñëó÷àéíî âûáèðàþò îäíîãî ÷åëîâåêà è âûÿñíÿþò ó íåãî à)
ìåñÿö ðîæäåíèÿ; á) ÷èñëî è ìåñÿö ðîæäåíèÿ.

• 1.11. Èç êîëîäû êàðò (36 ëèñòîâ) âûíèìàþò à) îäíó êàðòó; á) äâå
êàðòû.

• 1.12. Ïðîèçâîäèòñÿ ðîçûãðûø ëîòåðåè "Ñïîðòëîòî": à) 6 èç 45;
á) 5 èç 36.

• 1.13. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äî òåõ ïîð, ïîêà âïåðâûå íå ïîÿâèòñÿ
"ãåðá".

• 1.14. Â ëèôò 9-ýòàæíîãî äîìà âîøëè 5 ÷åëîâåê. Íàñ èíòåðåñóåò,
íà êàêèõ ýòàæàõ îíè âûéäóò.

• 1.15. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 1, 2, . . . , N îòîáðàíû h ÷è-
ñåë è ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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• 1.16. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç 10 ìàëü÷èêîâ è 10 äåâî÷åê, ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì äåëèòñÿ íà äâå îäèíàêîâûå ïî ÷èñëåííîñòè ïîä-
ãðóïïû.

• 1.17. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíî 40 êíèã, ñðåäè
êîòîðûõ íàõîäèòñÿ òð¼õòîìíèê À. Ñ. Ïóøêèíà.

• 1.18. Èç 28 êîñòåé äîìèíî ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ äâå.

• 1.19. Â ñîâîêóïíîñòè èç N äåòàëåé èìååòñÿ M áðàêîâàííûõ. Ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàåì n äåòàëåé:
à) ñ âîçâðàùåíèåì; á) áåç âîçâðàùåíèÿ.

• 1.20. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò
à) äâà "ãåðáà"ïîäðÿä; á) äâàæäû ïîäðÿä îäíà ñòîðîíà.

• 1.21. Òðè ðàçëè÷íûõ øàðà ðàñïðåäåëÿþò ïî òð¼ì ÿùèêàì.

• 1.22. Ïÿòü øàðîâ ðàñïðåäåëÿþò ïî òð¼ì ÿùèêàì:
à) øàðû ðàçíûå, îãðàíè÷åíèé íåò;
á) øàðû îäèíàêîâûå, îãðàíè÷åíèé íåò;
â) øàðû ðàçíûå, â êàæäîì ÿùèêå åñòü õîòÿ áû îäèí øàð;
ã) øàðû îäèíàêîâûå, â êàæäîì ÿùèêå åñòü õîòÿ áû îäèí øàð.

• 1.23. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò ñóïðóæåñêóþ ïàðó è ôèêñè-
ðóþò âîçðàñò ìóæà è æåíû.

• 1.24. Â åäèíè÷íîì êâàäðàòå ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò òî÷-
êó.

• 1.25. Íà îêðóæíîñòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò òî÷êó.

• 1.26. Â êðóãå ðàäèóñà R ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò òî÷êó.

• 1.27. Ïëîñêîñòü ðàñ÷åð÷åíà ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, îòñòîÿùè-
ìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2r. Íà òàêóþ ïëîñêîñòü ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì áðîøåíà òîíêàÿ èãëà äëèíû 2l.
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• 1.28. Ñðåäè 25 ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ åñòü 5 "õîðîøèõ". Äâà
ñòóäåíòà ïî î÷åðåäè áåðóò áèëåòû.

• 1.29. Ïîåçäà â ìåòðî èäóò ñ èíòåðâàëàìè â 1 ìèíóòó. Ìû ïðèõî-
äèì â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè.

• 1.30. Ñíà÷àëà ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó. Åñëè âûïàäåò "ãåðá", òî
ñíîâà ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîäáðàñûâàþò
èãðàëüíûé êóáèê.

• 1.31. Íà èñïûòàíèÿõ ýëåêòðè÷åñêàÿ ëàìïî÷êà ãîðèò äî òåõ ïîð,
ïîêà íå ïåðåãîðèò.

• 1.32. Äâà ÷åëîâåêà A è B äîãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ â èíòåðâàëå
âðåìåíè [0, T ]. Îòìå÷àåòñÿ âðåìÿ ïðèõîäà êàæäîãî èç íèõ.

�2. ÑÎÁÛÒÈß È ÎÏÅÐÀÖÈÈ ÍÀÄ ÍÈÌÈ

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíûì ñî-
áûòèåì ìû íàçîâ¼ì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè êàê ìíîæåñòâàìè
ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåêîòîðûå îïåðàöèè (îáúåäèíåíèå è ò. ï.) è ïîëó-
÷àòü íîâûå ñîáûòèÿ (îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé è èõ âåðîÿòíîñòíóþ
èíòåðïðåòàöèþ ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå). Íà ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèÿõ íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ôîðìàëüíî çàïèñûâàòü ñîáûòèå â
âèäå ìíîæåñòâà ïî íåôîðìàëüíîìó ñîäåðæàòåëüíîìó îïèñàíèþ; ïðî-
÷èòàòü íåôîðìàëüíî, ÷òî îçíà÷àåò ñëîæíîå ñîáûòèå, îáðàçîâàííîå ñ
ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõ; óìåòü äîêàçûâàòü ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä
ñîáûòèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàöèÿ îçíà÷àåò îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåñîâìåñò-
íûõ ñîáûòèé.

Ïðèìåð 1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Äàòü ôîðìàëüíóþ
çàïèñü ñîáûòèÿ A, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî âûïàëà ðîâíî îäíà "öèôðà".
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Ðåøåíèå.
Ω = {, , , };
A = {, }.

Ïðèìåð 2. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Ñîáûòèå A

ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ïåðâîé êîñòè âûïàëà ÷¼òíàÿ öèôðà, ñîáûòèå B
� íà âòîðîé êîñòè âûïàëà íå÷¼òíàÿ öèôðà. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ:
A ∪B, A ∩B, A ∩ B̄?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A ∪ B îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî íà ïåðâîé êîñòè
âûïàëà ÷¼òíàÿ öèôðà, ëèáî íà âòîðîé � íå÷¼òíàÿ; A∩B � íà ïåðâîé
êîñòè âûïàëà ÷¼òíàÿ öèôðà, à íà âòîðîé � íå÷¼òíàÿ; A∩B̄ � íà îáåèõ
êîñòÿõ âûïàëè ÷¼òíûå öèôðû.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî A ∪B = A + Ā ∪B.

Ðåøåíèå. Äëÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà íàì íåîáõîäèìî ïî-
êàçàòü, ÷òî ñïðàâà è ñëåâà îò çíàêà ðàâåíñòâà ñòîÿò ìíîæåñòâà, ñî-
ñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Íàèáîëåå ïðîñòîé
(õîòÿ è íå ñîâñåì ñòðîãèé) ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðèìåíå-
íèè òàê íàçûâàåìûõ äèàãðàìì Âåííà:

Ðèñ. 1: .

Íåôîðìàëüíî ýòî òîæäåñòâî ÷èòàåòñÿ òàê: äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðî-
èçîøëî îäíî èç ñîáûòèé A èëè B, íóæíî, ÷òîáû ëèáî ïðîèçîøëî
ñîáûòèå A, ëèáî, åñëè íå ïðîèçîøëî A, äîëæíî ïðîèçîéòè ñîáûòèå
B.

Â çàäà÷àõ 2.1.�2.12. íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâîýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ è äàòü ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñîáûòèÿ A.
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• 2.1. Åñòü òðè øàðà � 2 ÷¼ðíûõ è 1 áåëûé. Áåç âîçâðàùåíèÿ âû-
áèðàþò äâà øàðà. A � øàðû ðàçíîãî öâåòà.

• 2.2. Äâà ÷åëîâåêà îäíîâðåìåííî "âûáðàñûâàþò"ïàëüöû íà îäíîé
ðóêå. A � ïåðâûé âûáðàñûâàåò áîëüøå, ÷åì âòîðîé.

• 2.3. Ïîäáðàñûâàþò äâå ìîíåòû. A � ìîíåòû âûïàëè îäèíàêîâû-
ìè ñòîðîíàìè.

• 2.4. Èç öèôð 0, 1, 2, 3 ñîñòàâëÿþò äâóçíà÷íîå ÷èñëî (ñ ïîâòîðå-
íèåì). A � ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà òðè.

• 2.5. Íà ãðàíÿõ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà íàïèñàíû öèôðû 1, 2, 3,
4. Ýòîò òåòåðàýäð ïîäïèñûâàþò äâà ðàçà. A � ñóììà öèôð íå
ìåíüøå 5.

• 2.6. Èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, 4 áåç âîçâðàùåíèÿ âûáèðàþò äâà
÷èñëà. A � ïåðâîå ÷èñëî ìåíüøå âòîðîãî.

• 2.7. Ïîäáðàñûâàþò òðè ìîíåòû. A � ïîÿâèëñÿ ðîâíî îäèí "ãåðá".

• 2.8. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. A � ÷èñëî î÷êîâ íà
ïåðâîé êîñòè ìåíüøå ÷èñëà î÷êîâ íà âòîðîé.

• 2.9. Â ïåðâîé óðíå 2 ÷¼ðíûõ øàðà è 1 áåëûé, à âî âòîðîé �
íàîáîðîò. Âûíèìàþò ïî îäíîìó øàðó èç êàæäîé óðíû. A �øàðû
ðàçíîãî öâåòà.

• 2.10. Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó è èãðàëüíóþ êîñòü. A � âûïàë "îð¼ë"èëè
÷¼òíàÿ öèôðà.

• 2.11. Èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, 4 âûáèðàþò ñ âîçâðàùåíèåì äâà
÷èñëà. A � ñóììà öèôð ÷¼òíàÿ.

• 2.12. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ëàìïî÷êà ãîðèò äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïåðåãî-
ðèò (èñïûòàíèÿ). A � ëàìïî÷êà áóäåò ãîðåòü íå ìåíåå 10 ÷àñîâ.

• 2.13. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà äëÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé:
1) A ∪ A = A. 2) A ∩ A = A.
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3) A ∪ Ā = Ω. 4) A ∩ Ā = ∅.
5) Åñëè A ⊂ B, òî A ∪B = B è A ∩B = A.
6) A ∪ Ω = Ω. 7) A ∩ Ω = A.
8) A ∪ ∅ = A. 9) A ∩ ∅ = ∅.
10) Åñëè A ⊂ B ⊂ C, òî A ⊂ C.
11) Åñëè A ⊂ B, òî B = A + (B \ A).
12) A \B = A ∩ B̄.
13) A ∪B = A + (B \ A).
14) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.
15) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
16) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
17) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

18)
⋃

α∈I
Āα =

⋂
α∈I

Aα.

19)
⋂

α∈I
Āα =

⋃
α∈I

Aα.

20) A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An = A1Ā2 . . . Ān + Ā1A2Ā3 . . . Ān+
+ . . . + Ā1 . . . Ān−1An = A1 + Ā1A2 + . . . + Ā1 . . . Ān−1An.

• 2.14. Êîãäà ñîáûòèÿ A ∩B è A ðàâíîñèëüíû? ßâëÿþòñÿ ëè ñîâ-
ìåñòíûìè ñîáûòèÿ A è A ∪B?

• 2.15. Íà ïëîñêîñòü ñëó÷àéíî áðîñàþò òî÷êó, è ñîáûòèÿ A è B

ñîñòîÿò â òîì, ÷òî òî÷êà ïîïàäàåò ñîîòâåòñòâåííî â êðóã A, â
êðóã B íà ýòîé ïëîñêîñòè. Êàêîé ñìûñë èìåþò ñîáûòèÿ: Ā, B̄,
A ∪B, A ∪B, A ∩B, A ∩B?

• 2.16. Ïóñòü A, B, C � ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Âûÿñíèòü ñìûñë ðà-
âåíñòâ: à) ABC = A, á) A ∪B ∪ C = A.
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• 2.17. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû:

à) ABC ⊂ AB ∪BC ∪ AC;

á) AB̄C ⊂ A ∪B;

â) AB ∪ AC ∪BC ⊂ A ∪B ∪ C;

ã) (A ∪B) ∩ C̄ = A ∪ (B ∪ C̄)?

• 2.18. Ìèøåíü ñîñòîèò èç 10 êðóãîâ, îãðàíè÷åííûõ êîíöåíòðè-
÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè ri, i = 1, . . . 10, ïðè÷¼ì
r1 < r2 < . . . < r10. Ñîáûòèå Ai îçíà÷àåò ïîïàäàíèå â êðóã
ðàäèóñà ri. ×òî îçíà÷àþò ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

à) B =
10⋃
i=1

Ai;

á) C =
10⋂
i=1

Ai;

â) D = Ā1 ∩ A2?

• 2.19. Ïóñòü A, B, C � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðà-
æåíèÿ äëÿ ñîáûòèé, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî
à) ïðîèçîøëî òîëüêî A;
á) ïðîèçîøëè A è B, íî C íå ïðîèçîøëî;
â) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;
ã) ïðîèçîøëî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé;
ä) ïðîèçîøëî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà ñîáûòèÿ;
å) ïðîèçîøëî îäíî è òîëüêî îäíî ñîáûòèå;
æ) ïðîèçîøëè äâà è òîëüêî äâà ñîáûòèÿ;
ç) íè îäíî ñîáûòèå íå ïðîèçîøëî;
è) ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ ñîáûòèé.

• 2.20. Íà ðèñ. 2, 3, 4, 5, 6 èçîáðàæåíû ýëåêòðè÷åñêèå öåïè. Ïóñòü
ñîáûòèå Ai îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê öåïè ïðîâî-
äèò òîê. Âûðàçèòü â êàæäîì ñëó÷àå ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî âñÿ öåïü ïðîâîäèò òîê:
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Ðèñ. 2: .

Ðèñ. 3: .

Ðèñ. 4: .

Ðèñ. 5: .

Ðèñ. 6: .
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• 2.21. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé A1, A2, . . . , An, . . ..
×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ:

A∗ =
∞⋂

k=1

∞⋃
n=k

An,

A∗ =
∞⋃

k=1

∞⋂
n=k

An?

�3. ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ ÑÎÁÛÒÈß.
ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü Ω � äèñêðåòíîå (êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå) ìíîæåñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ, P � ìåðà, îïðåäåë¼ííàÿ íà Ω, P : Ω −→ R, è óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì:

1) P (ω) ≥ 0;

2)
∑

ω∈Ω
P (ω) = 1.

Ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (Ω, P ) íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, ÷èñëî P (ω) � âåðîÿòíîñòüþ ýëå-
ìåíòàðíîãî èñõîäà ω.

Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P (A) =
∑

ω∈A
P (ω).

Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
P .

Ðèñ. 7: .
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P (A ∪B) =
∑

ω∈A∪B
P (ω) =

=
∑

ω∈A
P (ω) +

∑
ω∈B

P (ω) =

= P (A) + P (B).

• 3.1. Ñ ïîìîùüþ àêñèîì âåðîÿòíîñòåé äîêàçàòü, ÷òî

à) P (∅) = 0;

á) P (Ā) = 1− P (A);

â) A ⊆ B =⇒ P (A) ≤ P (B);

ã) P (A) ≤ 1 ∀A.

• 3.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè B ⊂ A, òî P (A \B) = P (A)− P (B).

• 3.3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B

P (AB) ≤ P (A) ≤ P (A ∪B).

• 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîáûòèé A è B ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

|P (AB)− P (A)P (B)| ≤ 1

4
.

• 3.5. Ïóñòü P (A) = a, P (B) = b, P (AB) = c. Íàéòè âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèé:

à) Ā ∪ B̄; á) ĀB̄;

â) AB; ã) barA(A ∪B);

ä) A ∪ (Ā ∩B).

• 3.6. Äîêàçàòü, ÷òî P (A4B) = P (A ∪ B) − P (AB), ãäå A4B �
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ñîáûòèé (A4B = (A \B) ∪ (B \ A)).

• 3.7. Äîêàçàòü, ÷òî P (A4B) = P (A) + P (B)− 2P (AB).

• 3.8. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî P (A4B) ≤ P (A4C) + P (C4B).
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• 3.9. A, B, C � ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)−
−P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC).

• 3.10. Äîêàçàòü, ÷òî

P



∞⋃

i=1
Ai


 = P (A1) + P (Ā1A2) + P (Ā1Ā2A3) + . . . .

• 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ñîáûòèé A1, A2, . . . , An

P (A1A2 . . . An) ≥ P (A1) + P (A2) + . . . + P (An)− (n− 1).

�4. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ.
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÈ. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ

Ïóñòü (Ω, P ) � äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. �3).
Ðàññìîòðèì îñîáûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

1. Ω � êîíå÷íî, òî åñòü Ω = {ω1, . . . , ωn};
2. âñå ωi � ðàâíîâåðîÿòíûå, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

P (ωi) =
1

n
∀i.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A â òàêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàâíà

P (A) =
∑

ω∈A

P (ω) =
1

n
+ . . . +

1

n︸ ︷︷ ︸
k=|A|

=
k

n
.

P (A) = k
n , ãäå k � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâó-

þùèõ ñîáûòèþ A, n � îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ.
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Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó íàçûâàþò "êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âå-
ðîÿòíîñòè". Âàæíî íå çàáûâàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà, êîãäà âîç-
ìîæíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíîñòíû è èõ ÷èñëî êîíå÷íî.

Ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷ òðóäíîñòè âîçíèêàþò ÷àùå âñå-
ãî ÷èñòî êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà, êîãäà íóæíî âû÷èñëèòü k è n.
Çäåñü ïîëåçíî çíàòü íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ñèòóàöèè:

1. Ïåðåñòàíîâêè. ×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç
n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (÷èñëî èõ ïåðåñòàíîâîê) ðàâíî n!.

Ïðèìåð. Ìàëûø èãðàåò ñåìüþ êàðòî÷êàìè ñ áóêâàìè À, À, Î,
Ê, Ì, Ð, Ø, ðàñêëàäûâàÿ èõ â ðÿä. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èòñÿ
ñëîâî "ðîìàøêà"?

Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ n = 7!. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ k = 2
(íà 2-ì ìåñòå ìîæåò áûòü îäíà èç äâóõ êàðòî÷åê). Îòâåò: 2

7! .
2. Ñî÷åòàíèÿ. ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç n ðàçíûõ

ýëåìåíòîâ (íå âàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå). ×èñëî ñî÷åòàíèé ïî k ýëå-
ìåíòîâ èç n ðàâíî

n!

k!(n− k)!
= Ck

n.

Ïðèìåð. Èç êîëîäû â 36 êàðò âûíèìàþòñÿ äâå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
âûíóòü äâà êîðîëÿ?

Îòâåò:
C2

4

C2
36

.

3. Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. ×èñëî ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç k áûòü ìîæåò ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ ñèìâîëîâ ðàâíî kn.

Ïðèìåð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îòãàäàòü ñ ïåðâîé ïîïûòêè ÷åòû-
ð¼õçíà÷íûé öèôðîâîé øèôð?

Îòâåò:
1

104 .

Ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê âûøåèçëîæåííûì òð¼ì
ôîðìóëàì èëè ê èõ êîìáèíàöèè.

Ñ èäååé ôîðìóëû êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçàíî
ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè.
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Ïóñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω åñòü íåêîòîðàÿ îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïëîùàäè SΩ, ïðè÷¼ì âñå èñõîäû ðàâíî-
âîçìîæíû.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A P (A) åñòü îòíîøåíèå ïëî-
ùàäåé îáëàñòè A è Ω:

SA

SΩ
.

Ïðèìåð. Â êðóãëîå îçåðî ðàäèóñà 1 êì ñ íåáà ïàäàåò êàìåíü.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàìåíü ïîïàä¼ò â ïëîò 2ì×3ì?

Îòâåò:
6

π · 106 .

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (òî÷êà
áðîñàåòñÿ, íàïðèìåð, â îòðåçîê), è òîãäà áåð¼òñÿ îòíîøåíèå äëèí.
Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ
êàê îòíîøåíèå îáú¼ìîâ.

Âàæíî íå çàáûâàòü, ÷òî òàêîé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ, êîãäà âñå èñõî-
äû ðàâíîâîçìîæíû, à ìíîæåñòâî èñõîäîâ îãðàíè÷åíî, òî åñòü èìååò
êîíå÷íóþ äëèíó, ïëîùàäü èëè îáú¼ì.

• 4.1. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð îò 0
äî 9, åñëè âñå öèôðû â ÷èñëå äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè?

• 4.2. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð îò 0
äî 9?

• 4.3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé èìååò ÷èñëî 75 · 119?

• 4.4. Íà íåêîòîðîì ôàêóëüòåòå ó÷èòñÿ 1300 ñòóäåíòîâ. Óáåäèòüñÿ,
÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâîå èç íèõ èìåþò îäèíàêîâûå èíèöèàëû.

• 4.5. Ïåðå÷èñëèòü âñå ñî÷åòàíèÿ èç ïÿòè ýëåìåíòîâ {a, b, c, d, e}
ïî òðè ýëåìåíòà.

• 4.6. Ïóñòü èìååòñÿ N ïðåäìåòîâ, èç êîòîðûõ M1 âèäà (a) è M2

âèäà (b). Ñêîëüêî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü n ïðåäìåòîâ èç N òàê, ÷òî
ñðåäè íèõ m1 âèäà (a) è m2 âèäà (b)?

17



• 4.7. Óáåäèòüñÿ, ÷òî Ck
n = Cn−k

n . Êàêîé êîìáèíàòîðíûé ñìûñë
ýòîãî ðàâåíñòâà?

• 4.8. Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîãî ðàññóæäåíèÿ, ÷òî Ck
n =

Ck
n−1 + Ck−1

n−1, 1 ≤ k ≤ n− 1.

• 4.9. Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ èç k ýëåìåíòîâ ó ìíîæåñòâà, ñîäåðæà-
ùåãî n ýëåìåíòîâ?

• 4.10. Ñêîëüêî k-ìåðíûõ ãðàíåé (k = 0, 1, 2, . . .) èìååò
à) n-ìåðíûé êóá;
á) n-ìåðíûé ñèìïëåêñ?

• 4.11. Ïåðå÷èñëèòü âñå ðàçìåùåíèÿ èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ
{a, b, c, d} ïî äâà ýëåìåíòà.

• 4.12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 5 ÷åëîâåê íà ñêà-
ìüå? Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 5 ÷åëîâåê âîêðóã
êðóãëîãî ñòîëà?

• 4.13. Ó íàñ èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ (a) è íåîãðà-
íè÷åííîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ (b). Ïåðå÷èñëèòü âñå ïåðåñòàíîâêè ñ
ïîâòîðåíèÿìè èç òð¼õ ýëåìåíòîâ.

• 4.14. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ "ñëîâ"ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ
áóêâû ñëîâà "êîìáèíàòîðèêà"?

• 4.15. Ïåðå÷èñëèòü âñå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç äâóõ ýëåìåí-
òîâ {a, b} ïî òðè ýëåìåíòà.

• 4.16. Ñêîëüêî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå
x1 + x2 + . . . + xm = n?

• 4.17. Èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö è N ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ÷àñòèöû ïî ÿ÷åéêàì? (Òàê
íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà).
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• 4.18. Èìååòñÿ n îäèíàêîâûõ ÷àñòèö è N ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ÷àñòèöû ïî ÿ÷åéêàì? (Òàê
íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòèêà Áîçå�Ýéíøòåéíà).

• 4.19. Èìååòñÿ n îäèíàêîâûõ ÷àñòèö è N ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ÷àñòèöû ïî ÿ÷åéêàì ïðè
óñëîâèè, ÷òî â ÿ÷åéêå íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëåå îäíîé ÷àñòè-
öû? (Òàê íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòèêà Ôåðìè�Äèðàêà).

• 4.20. Êîëîäà èç 36 êàðò õîðîøî ïåðåìåøàíà (òî åñòü âñå âîç-
ìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ êàðò ðàâíîâåðîÿòíû). Íàéòè âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèé:
A = {÷åòûðå òóçà ðàñïîëîæåíû ðÿäîì};
B = {ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ òóçîâ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ ñ øàãîì 7}.

• 4.21. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíî 40 êíèã, ñðå-
äè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ òð¼õòîìíèê À. Ñ. Ïóøêèíà. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè òîìà ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà
íàïðàâî (íî íå îáÿçàòåëüíî ðÿäîì).

• 4.22. Â óðíå a áåëûõ è b ÷¼ðíûõ øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íàóäà÷ó èçâëå÷¼ííûé øàð èç ýòîé óðíû îêàæåòñÿ áåëûì?

• 4.23. Íàóãàä âûáèðàåòñÿ ïî îäíîé áóêâå èç ñëîâ "äàìà"è "ìàìà".
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè áóêâû
à) îäèíàêîâû;
á) ðàçëè÷íû?

• 4.24. Íàóäà÷ó âûáðàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 20.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî êðàòíî 5?

• 4.25. Â óðíå a áåëûõ è b ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç ýòîé óðíû âûíèìàþò
îäèí øàð è îòêëàäûâàþò â ñòîðîíó. Ýòîò øàð îêàçàëñÿ áåëûì.
Ïîñëå ýòîãî èç óðíû áåðóò åù¼ îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòîò øàð òàêæå áåëûé?
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• 4.26. Íàóäà÷ó âûáðàíî äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âûáðàííîå ÷èñëî èìååò ïðîñòûå äåëèòåëè, áîëüøèå 10?

• 4.27. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äâàæäû è çàïèñûâàåòñÿ äâó-
çíà÷íîå ÷èñëî ab, ãäå ïåðâàÿ öèôðà a � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå
ïðè ïåðâîì áðîñàíèè, à âòîðàÿ öèôðà b � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå
ïðè âòîðîì áðîñàíèè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó ïîëó÷åííî-
ãî äâóçíà÷íîãî ÷èñëà
à) öèôðû ðàçëè÷íûå;
á) öèôðû íå÷¼òíûå;
â) a < b;
ã) 2a = b;
ä) a2 = b;
å) a + b = 5;
æ) 9 ≤ a + b ≤ 12;
ç) a− b = 1.

• 4.28. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 6 ðàç. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âûïàäóò âñå øåñòü ãðàíåé.

• 4.29. Èç 28 êîñòåé äîìèíî ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ äâå. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü P2 òîãî, ÷òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü "öåïî÷êó"ñîãëàñíî
ïðàâèëàì èãðû.

• 4.30. Ïðè ñòðåëüáå áûëà ïîëó÷åíà ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ 0,6. Ñêîëü-
êî áûëî ñäåëàíî âûñòðåëîâ, åñëè ïîëó÷åíî 12 ïðîìàõîâ?

• 4.31. Êóá, âñå ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû, ðàñïèëåí íà òûñÿ÷ó êó-
áèêîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ïîëó÷åííûå êóáèêè òùàòåëüíî ïå-
ðåìåøàíû. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó èçâëå÷¼í-
íûé êóáèê áóäåò èìåòü äâå îêðàøåííûå ãðàíè.

• 4.32. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè k âûáðàííûõ íàóäà÷ó
öèôð
à) íåò öèôðû 0;
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á) íåò öèôðû 1;
â) íåò öèôð 0 è 1;
ã) íåò öèôðû 0 èëè íåò öèôðû 1.

• 4.33. Â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ îáûêíîâåííîé äðîáè 1
a íàóäà÷ó âû-

áèðàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 30 äî 39 âêëþ÷èòåëüíî. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 1

a îáðàùàåòñÿ
à) â êîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü;
á) â ÷èñòóþ ïåðèîäè÷åñêóþ;
â) â ñìåøàííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ.

• 4.34. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ òðèæäû. Ïóñòü x � ñóììà î÷-
êîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè âñåõ áðîñàíèÿõ. ×òî áîëåå âåðîÿòíî: x = 12
èëè x = 11?

• 4.35. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóäà÷ó âûáðàííîì äâó-
çíà÷íîì ÷èñëå öèôðû îäèíàêîâû?

• 4.36. Íàóäà÷ó âûáðàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 100.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííîå ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà
8 äà¼ò â îñòàòêå 2?

• 4.37. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííîå äâóçíà÷-
íîå ÷èñëî ïðîñòîå è ñóììà åãî öèôð ðàâíà 5?

• 4.38. Äàíû îòðåçêè äëèíîé 2, 5, 6, 10. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç íàóäà÷ó âçÿòûõ òð¼õ îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëü-
íèê?

• 4.39. Íàóäà÷ó âûáðàíî ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 20. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî èìååò âèä:
à) 4x + 1;
á) 4x + 3;
â) 6x + 5?
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• 4.40. Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ ÷èñëî a.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü Pn òîãî, ÷òî ÷èñëî a2−1 äåëèòñÿ íà 10. Íàé-
äèòå ïðåäåë Pn ïðè n →∞.

• 4.41. Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ ÷èñëî a.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî a ïðè äåëåíèè íà ôèêñèðîâàí-
íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q äà¼ò îñòàòîê r. Íàéäèòå ïðåäåë ýòîé
âåðîÿòíîñòè ïðè n →∞.

• 4.42. Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ñëó÷àéíî âûáðàíî ÷èñëî a. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî îêàæåòñÿ òî÷íûì êâàäðà-
òîì. Íàéäèòå ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n →∞.

• 4.43. Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ ÷èñëî a.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî 2a + 1 äåëèòñÿ íà 10. Íàé-
äèòå ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n →∞.

• 4.44. ×èñëà 1, 2, . . . , n ðàñïîëîæåíû íàóäà÷ó. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ÷èñëî áóäåò ðàâíî íîìåðó
ñâîåãî ìåñòà? Ê êàêîìó ïðåäåëó ñòðåìèòñÿ ýòà âåðîÿòíîñòü ïðè
n →∞?

• 4.45. Ïî ñõåìå ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñ âîçâðàùåíèåì èç ìíîæåñòâà
öåëûõ ÷èñåë {1, 2, . . . , N} âûáèðàþòñÿ ÷èñëà ξ è η. Îáîçíà÷èì
PN âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ξ2 + η2 ≤ N 2. Íàéòè lim

N→∞
PN .

• 4.46. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà èãð 2n êîìàíä ðàçáè-
âàþò íà 2 ïîäãðóïïû ïî n êîìàíä êàæäàÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äâå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû îêàæóòñÿ à) â ðàçíûõ ïîä-
ãðóïïàõ; á) â îäíîé ïîäãðóïïå? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
÷åòûðå ñàìûå ñèëüíûå êîìàíäû ïîïàäóò ïî äâå â ðàçíûå ïîä-
ãðóïïû?

• 4.47. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûð¼õçíà÷íûé íîìåð ñëó-
÷àéíî âçÿòîãî àâòîìîáèëÿ â áîëüøîì ãîðîäå à) èìååò âñå öèôðû
ðàçíûå; á) èìååò òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû; â) èìååò äâå ïà-
ðû îäèíàêîâûõ öèôð; ã) èìååò òîëüêî òðè îäèíàêîâûå öèôðû;
ä) èìååò âñå öèôðû îäèíàêîâûå?
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• 4.48. A è B è åù¼ 8 ÷åëîâåê ñòîÿò â î÷åðåäè. Îïðåäåëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî A è B îòäåëåíû äðóã îò äðóãà òðåìÿ ëèöàìè.

• 4.49. n ëèö, ñðåäè êîòîðûõ åñòü A è B, ñòðîÿòñÿ â øåðåíãó â
ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìåæäó A

è B áóäåò íàõîäèòüñÿ ðîâíî r ëèö?

• 4.50. Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, èç êîòîðûõ âûèãðûøíûõ m. Ó÷àñòíèê
ëîòåðåè ïîêóïàåò k áèëåòîâ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îí âûèãðûâàåò õîòÿ áû íà îäèí áèëåò.

• 4.51. Ñðåäè 25 ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ 5 "õîðîøèõ". Äâà ñòó-
äåíòà ïî î÷åðåäè áåðóò ïî îäíîìó áèëåòó. Íàéòè âåðîÿòíîñòè
ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
A = {ïåðâûé ñòóäåíò âçÿë "õîðîøèé"áèëåò};
B = {âòîðîé ñòóäåíò âçÿë "õîðîøèé"áèëåò};
C = {îáà ñòóäåíòà âçÿëè "õîðîøèå"áèëåòû}.

• 4.52. (Çàäà÷à î âûáîðêå). Â ïàðòèè èç 50 èçäåëèé 5 áðàêîâàííûõ.
Èç ïàðòèè âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó 6 èçäåëèé. Îïðåäåëèòü âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ 6 èçäåëèé 2 îêàæóòñÿ áðàêîâàííûìè.

• 4.53. (Ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî ÿùèêàì). Èìåþòñÿ r øàðîâ, êîòî-
ðûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçáðàñûâàþòñÿ ïî n ÿùèêàì. Â îäíîì
è òîì æå ÿùèêå ìîãóò íàõîäèòüñÿ íåñêîëüêî øàðîâ è äàæå âñå
øàðû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâûé ÿùèê ïîïàäóò ðîâ-
íî r1 øàðîâ, âî âòîðîé � r2 øàðîâ è ò. ä., â n-é � rn øàðîâ,
r1 + r2 + . . . + rn = r.

• 4.54. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ äàííûõ òðèäöàòè ëèö
èç 12 ìåñÿöåâ ãîäà íà 6 ìåñÿöåâ ïîïàäàåò ïî äâà äíÿ ðîæäåíèÿ
è íà 6 � ïî 3 äíÿ ðîæäåíèÿ.

• 4.55. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äíè ðîæäåíèÿ 12 ÷åëîâåê ïðè-
äóòñÿ íà ðàçíûå ìåñÿöû ãîäà.

• 4.56. Â ãðóïïå r ñòóäåíòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâà èç íèõ ðîäèëèñü â îäíîì è òîì æå ìåñÿöå?
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• 4.57. Â ãðóïïå r ñòóäåíòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ïî
êðàéíåé ìåðå, ó äâóõ èç íèõ ñîâïàäàþò äíè ðîæäåíèÿ?

• 4.58. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå ÷èñëî èç
ìíîæåñòâà {1, 2, 3, . . . , n} äåëèòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî k. Íàéäèòå ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n →∞.

• 4.59. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 1, 2, . . . , N îòîáðàíû íà-
óäà÷ó n ÷èñåë è ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: x1 < x2 <

. . . < xn. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî xm ≤ M? Íàéòè ïðåäåë
ýòîé âåðîÿòíîñòè, êîãäà M, N →∞ òàê, ÷òî M

N → α > 0.

• 4.60. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 1, 2, . . . , n íàóäà÷ó âûáè-
ðàþòñÿ äâà ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíî èç íèõ
ìåíüøå k, à äðóãîå áîëüøå k, ãäå 1 < k < n � ïðîèçâîëüíîå
öåëîå ÷èñëî?

• 4.61. Â øêàôó íàõîäÿòñÿ 10 ïàð áîòèíîê ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ. Èç
íèõ ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ 4 áîòèíêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè âûáðàííûõ áîòèíîê îòñóòñòâóþò ïàðíûå.

• 4.62. (Âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë). Ãàç, ñîñòîÿùèé èç n

ìîëåêóë, íàõîäèòñÿ â çàìêíóòîì ñîñóäå. Ìûñëåííî ðàçäåëèì ñî-
ñóä íà n ðàâíûõ êëåòîê è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîé
ìîëåêóëû ïîïàñòü â êàæäóþ èç n êëåòîê îäíà è òà æå, à èìåí-
íî 1

n . Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëû îêàæóòñÿ ðàñïðå-
äåë¼ííûìè òàê, ÷òî â ïåðâîé êëåòêå îêàæóòñÿ m1 ìîëåêóë, âî
âòîðîé � m2 ìîëåêóë è ò. ä., íàêîíåö, â n-é � mn ìîëåêóë?

• 4.63. Èç âñåõ âîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} â
ñåáÿ ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ îäíî îòîáðàæåíèå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
A = {âûáðàííîå îòîáðàæåíèå êàæäûé èç n ýëåìåíòîâ ïåðåâîäèò
â 1};
B = {ýëåìåíò i èìååò ðîâíî k ïðîîáðàçîâ};
C = {ýëåìåíò i ïåðåâîäèòñÿ â j};

24



D = {âûáðàííîå îòîáðàæåíèå ýëåìåíòû i1, i2, . . . , ik (1 ≤ i1 <

. . . < ik ≤ n) ïåðåâîäèò â ýëåìåíòû j1, j2, . . . , jk ñîîòâåòñòâåí-
íî.

• 4.64. Â óðíå èìåþòñÿ 10 øàðîâ: 3 áåëûõ è 7 ÷¼ðíûõ. Èç óðíû
íàóãàä âûíèìàåòñÿ îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò
øàð à) áåëûé; á) ÷¼ðíûé?

• 4.65. Èç ñëîâà "ÍÀÓÃÀÄ"âûáèðàåòñÿ íàóãàä îäíà áóêâà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà áóêâà "ß"? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýòî ãëàñíàÿ?

• 4.66. Áðîøåíû òðè ìîíåòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäóò
äâà "ãåðáà".

• 4.67. Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäàíèÿ
íîìåðà 4 íà âåðõíåé ãðàíè óïàâøåé íà ñòîë êîñòè? Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäàíèÿ íîìåðà, áîëüøåãî 4? (Èãðàëüíàÿ êîñòü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êóáèê, ãðàíè êîòîðîãî îòìå÷åíû íîìåðàìè 1, 2,
3, 4, 5, 6).

• 4.68. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïà-
äàíèÿ åäèíèöû, ïî êðàéíåé ìåðå, íà îäíîé êîñòè?

• 4.69. Íà øàõìàòíóþ äîñêó èç 64 êëåòîê ñòàâÿò íàóäà÷ó äâå ëà-
äüè áåëîãî è ÷¼ðíîãî öâåòà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îíè íå áóäóò
"áèòü"äðóã äðóãà?

• 4.70. Íà äâå íàóäà÷ó âûáðàííûå êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè ïî-
ñòàâëåíû äâà ðàçíîöâåòíûõ ôåðçÿ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ôåðçè íå "áüþò"äðóã äðóãà?

• 4.71. Íà äâå íàóäà÷ó âûáðàííûå êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè ïî-
ñòàâëåíû äâà ðàçíîöâåòíûõ ñëîíà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëîíû íå "áüþò"äðóã äðóãà?

• 4.72. Èç ïÿòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè À, Á, Â, Ã, Ä íàóãàä îäíà çà
äðóãîé âûáèðàþòñÿ òðè è ðàñïîëàãàþòñÿ â ðÿä â ïîðÿäêå ïîÿâ-
ëåíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî "ÄÂÀ"?
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• 4.73. Íà ýêçàìåíå ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî N âîïðîñîâ. Ñòóäåíò
çíàåò îòâåòû íà n âîïðîñîâ. Ýêçàìåíàòîð ïðåäëàãàåò ñòóäåíòó k
âîïðîñîâ, à äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäàòü ýêçàìåí, íóæíî îòâåòèòü íå
ìåíåå, ÷åì íà r âîïðîñîâ (r < k). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí?

• 4.74. Â óðíå 3 áåëûõ è 7 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âûíóòûå íàóãàä äâà øàðà îêàæóòñÿ ÷¼ðíûìè?

• 4.75. Ðåá¼íîê èãðàåò ñ÷åòûðüìÿ áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè À, À,
Ì, Ì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæå-
íèè áóêâ â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî "ÌÀÌÀ"?

• 4.76. Ïðè íàáîðå òåëåôîííîãî íîìåðà àáîíåíò çàáûë äâå ïîñëåä-
íèå öèôðû è íàáðàë èõ íàóäà÷ó, ïîìíÿ òîëüêî, ÷òî ýòè öèôðû
íå÷¼òíûå è ðàçíûå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîìåð íàáðàí
ïðàâèëüíî.

• 4.77. Êîëîäà èãðàëüíûõ êàðò ñîäåðæèò 52 êàðòû, ðàçäåëÿþùèå-
ñÿ íà 4 ðàçëè÷íûå ìàñòè ïî 13 êàðò â êàæäîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êîëîäà òùàòåëüíî ñòàñîâàíà, òàê ÷òî âûòàñêèâàíèå ëþáîé êàðòû
îäèíàêîâî âåðîÿòíî. Âûòàùèì 6 èç íèõ. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à òàêæå íàéòè âåðîÿòíîñòü:
à) òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò áóäåò êîðîëü "ïèê";
á) òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò áóäóò ïðåäñòàâèòåëè âñåõ ìàñòåé.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êàðò íàäî âçÿòü èç êîëîäû, ÷òîáû âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ âñòðåòÿòñÿ õîòÿ áû äâå êàðòû
îäèíàêîâîãî íàèìåíîâàíèÿ, áûëà áîëåå 1

2?

• 4.78. Èç óðíû, â êîòîðîé ëåæàò n áåëûõ è m ÷¼ðíûõ øàðîâ, âçÿëè
íàóäà÷ó k øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûíóòûõ
øàðîâ áóäåò r áåëûõ øàðîâ (r ≤ n)?

Äîêàçàòü òîæäåñòâî
k∑

r=0
Cr

nC
k−r
m = Ck

n+m.
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• 4.79. Áðîñàþò 5 èãðàëüíûõ êîñòåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) ñóììà î÷êîâ íà ïåðâûõ äâóõ áóäåò áîëüøå, ÷åì íà òð¼õ ïî-
ñëåäíèõ; á) ñóùåñòâóþò äâå òàêèå êîñòè, ÷òî ñóììà î÷êîâ íà íèõ
áîëüøå, ÷åì íà òð¼õ îñòàëüíûõ?

• 4.80. n äðóçåé ñàäÿòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì çà êðóãëûé ñòîë. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) äâà ôèêñèðîâàííûõ ëèöà A è B ñÿäóò ðÿäîì, ïðè÷¼ì B ñëåâà
îò A;
á) òðè ôèêñèðîâàííûõ ëèöà A, B è C ñÿäóò ðÿäîì, ïðè÷¼ì A

ñïðàâà îò B, à îò C ñëåâà;
â) íàéòè òå æå âåðîÿòíîñòè â ñëó÷àå, êîãäà äðóçüÿ ñàäÿòñÿ â ðÿä
ïî îäíó ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíîãî ñòîëà.

• 4.81. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè "Ñïîðòëîòî"èç 49 íàçâàíèé âèäîâ ñïîðòà
(îáîçíà÷åííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî 49) äîëæåí íàçâàòü 6. Ïîëíûé
âûèãðûø ïîëó÷àåò òîò, êòî ïðàâèëüíî óêàæåò âñå øåñòü íàçâà-
íèé. Âûèãðûø ïîëó÷àò è òå, êòî óãàäàåò íå ìåíåå òð¼õ íàçâàíèé.
Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîëíîãî âûèãðûøà â "Ñïîðòëîòî". Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àñòíèê "Ñïîðòëîòî"óãàäàåò 5, 4
è 3 íàçâàíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âûèãðûø â "Ñïîðò-
ëîòî"?

• 4.82. Â ëîòåðåå èç ñîðîêà òûñÿ÷ áèëåòîâ öåííûå âûèãðûøè ïà-
äàþò íà òðè áèëåòà. Îïðåäåëèòü
à) âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî öåííîãî âûèãðûøà íà
òûñÿ÷ó áèëåòîâ;
á) ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïðèîáðåñòè áèëåòîâ, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ öåííîãî âûèãðûøà áûëà íå ìåíåå 0, 5?

• 4.83. Â ïàðòèè, ñîñòîÿùåé èç N èçäåëèé, èìååòñÿ M áðàêîâàí-
íûõ. Íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ n èçäåëèé èç ýòîé ïàðòèè (n ≤ N).
×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ m áðàêî-
âàííûõ (m ≤ M)?
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• 4.84. Ïóñòü ϕ(n) îçíà÷àåò ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
≤ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Äîêàçàòü, ÷òî

ϕ(n) = n
∏ (

1− 1

p

)
,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p, äåëèòåëÿì
n.
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, â êîòîðîé íàóäà÷ó èç ÷èñåë 1, 2, . . . , n
âûáèðàåòñÿ îäíî ÷èñëî. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî áóäåò
âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

• 4.85. Â ÷óëàíå íàõîäÿòñÿ n ïàð áîòèíîê. Èç íèõ ñëó÷àéíî âûáè-
ðàþòñÿ 2r áîòèíîê (2r < n). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè
âûáðàííûõ áîòèíîê
à) îòñóòñòâóþò ïàðíûå;
á) èìååòñÿ ðîâíî îäíà êîìïëåêòíàÿ ïàðà;
â) èìåþòñÿ ðîâíî äâå êîìïëåêòíûå ïàðû?

• 4.86. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç 2N ìàëü÷èêîâ è 2N äåâî÷åê, äåëèò-
ñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â êàæäîé ÷àñòè ÷èñëî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê îäèíàêîâî.
Âû÷èñëèòü ýòó âåðîÿòíîñòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà.

• 4.87. Â óðíå n áåëûõ è m ÷¼ðíûõ øàðîâ; m < n. Ïîñëåäîâà-
òåëüíî áåç âîçâðàùåíèÿ âûíèìàþòñÿ âñå øàðû. M(k) � ÷èñëî
÷¼ðíûõ øàðîâ, âûíóòûõ çà k øàãîâ, N(k) � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ,
âûíóòûõ çà k øàãîâ. Íàéòè P � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ
k = 1, 2, . . . , n + m, M(k) < N(k).

• 4.88. Ðåá¼íîê èãðàåò ñ 10 áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè À, À, À, Å,
È, Ê, Ì, Ì, Ò, Ò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì
ðàñïîëîæåíèè áóêâ â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî "ìàòåìàòèêà"?

• 4.89. Â ëèôò ñåìèýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âîøëè 3 ÷å-
ëîâåêà. Êàæäûé èç íèõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ âûõîäèò íà
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ëþáîì èç ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäó-
þùèõ ñîáûòèé:
A = {âñå ïàññàæèðû âûéäóò íà ÷åòâ¼ðòîì ýòàæå};
B = {âñå ïàññàæèðû âûéäóò îäíîâðåìåííî (íà îäíîì è òîì æå
ýòàæå)};
C = {âñå ïàññàæèðû âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ}.

• 4.90. Â ëèôòå 7 ïàññàæèðîâ; ëèôò îñòàíàâëèâàåòñÿ íà äåñÿòè
ýòàæàõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêàêèå äâà ïàññàæèðà íå
âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå?

• 4.91. Â ëèôò 8-ýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âîøëè 5 ÷åëî-
âåê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ
ìîæåò âûéòè íà ëþáîì èç ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ.

• 4.92. Êàæäàÿ èç n ïàëîê ðàçëàìûâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè � äëèííóþ
è êîðîòêóþ. Çàòåì 2n ïîëó÷åííûõ îáëîìêîâ îáúåäèíÿþòñÿ â n

ïàð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáðàçóåò íîâóþ "ïàëêó". Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî
à) âñå îáëîìêè îáúåäèíåíû â ïåðâîíà÷àëüíîì ïîðÿäêå;
á) âñå äëèííûå ÷àñòè ñîåäèíåíû ñ êîðîòêèìè.

• 4.93. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ðàçäà÷å êîëîäû â 52 êàð-
òû ÷åòûð¼ì èãðîêàì ïåðâûé èç íèõ ïîëó÷èò ðîâíî n ïàð "òóç�
êîðîëü"îäíîé ìàñòè.

• 4.94. Íàóäà÷ó âûáðàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 20.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî îêàæåòñÿ äåëèòåëåì 20?

• 4.95. Èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} íàóäà÷ó âûáðàíî ÷èñ-
ëî q, ïîñëå ÷åãî ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå x2 + 4x + q = 0. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ îêàæóòñÿ
à) äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè;
á) öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè;
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â) äåéñòâèòåëüíûìè èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè?

• 4.96. Íàóäà÷ó âûáðàíî äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî îêàæåòñÿ
à) ïðîñòûì;
á) ñîñòàâíûì;
â) êðàòíûì 5;
ã) âçàèìíî ïðîñòûì ñî 100?

• 4.97. Íàóäà÷ó âûáðàíà êîñòü äîìèíî èç ïîëíîãî íàáîðà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà î÷êîâ íà âûáðàííîé êîñòè ðàâíà 5?

• 4.98. Íàïèñàíû n ïèñåì, íî àäðåñà íà êîíâåðòàõ íàïèñàíû íà-
óäà÷ó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç àäðåñàòîâ ïîëó÷èò ïðåäíàçíà÷åííîå
åìó ïèñüìî;
á) m àäðåñàòîâ ïîëó÷àò ñîîòâåòñòâóþùèå ïèñüìà?

• 4.99. Âûáèðàþò íàóäà÷ó îäèí ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ãëàâíîé
äèàãîíàëè?

• 4.100. Ïîòîê èç n êîñìè÷åñêèõ ÷àñòèö çàõâàòûâàåòñÿ ñèñòåìîé
èç N ñ÷¼ò÷èêîâ. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ
ïîïàäàåò â ëþáîé èç ñ÷¼ò÷èêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íàëè÷èå ÷àñòèö áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíî r ñ÷¼ò÷èêàìè?

• 4.101. Ïîåçä ñîñòîèò èç N âàãîíîâ. Êàæäûé èç n ïàññàæèðîâ
âûáèðàåò ñåáå âàãîí íàóäà÷ó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) â êàæäîì âàãîíå áóäåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ïàññàæèð;
á) áóäåò çàíÿòî ðîâíî r âàãîíîâ?

• 4.102. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè�Äèðàêà. Êàæäàÿ èç n íåðàçëè÷èìûõ
÷àñòèö ïîïàä¼ò â îäíó èç N ÿ÷ååê (n < N). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
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òîãî, ÷òî â ïåðâóþ, âòîðóþ, . . ., N -þ ÿ÷åéêó ïîïàä¼ò ñîîòâåò-
ñòâåííî n1, n2, . . . , nN ÷àñòèö, åñëè ðàâíîâîçìîæíûìè ñ÷èòà-
þòñÿ âñå ðàçìåùåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàïðåòó Ïàóëè (â
êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü íå áîëüøå îäíîé ÷àñòèöû)?

• 4.103. Âîçëå êàññû êèíîòåàòðà ñîáðàëîñü m + n ÷åëîâåê, ïðè÷¼ì
n èç íèõ èìåþò ìîíåòû ñòîèìîñòüþ â 50 ê., à îñòàëüíûå m èìåþò
òîëüêî ïî îäíîìó ðóáëþ (m ≤ n). Ñòîèìîñòü áèëåòà 50 ê. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè îäíîìó ïîêóïàòåëþ íå ïðèä¼òñÿ
îæèäàòü ñäà÷è, åñëè â íà÷àëå ðàáîòû
à) â êàññå íå áûëî äåíåã;
á) â êàññå åñòü p ìîíåò ñòîèìîñòüþ â 50 ê.?

• 4.104. Êàíäèäàò A ñîáðàë íà âûáîðàõ a ãîëîñîâ, à êàíäèäàò B �
b ãîëîñîâ (a > b). Èçáèðàòåëè ãîëîñîâàëè ïîñëåäîâàòåëüíî. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ãîëîñîâàíèè êàíäèäàò A âñåãäà
áûë âïåðåäè ïî êîëè÷åñòâó îòäàííûõ çà íåãî ãîëîñîâ? (Çàäà÷à
Áåðòðàíà î áàëëîòèðîâêå).

• 4.105. Â óðíå åñòü a êàðòî÷åê, îáîçíà÷åííûõ ÷èñëîì 0 è b êàð-
òî÷åê, îáîçíà÷åííûõ ÷èñëîì µ + 1. Êàðòî÷êè âûíèìàþòñÿ èç
óðíû ïîñëåäîâàòåëüíî áåç âîçâðàùåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
äëÿ âñåõ r (r = 1, 2, . . . , a + b) ñóììà ïåðâûõ âûíóòûõ ÷èñåë
ìåíüøå r, ðàâíà a−µb

a+b . Äîêàçàòü ýòî.

• 4.106. Â ãîñòè ïðèøëè n ëèö, ïðè÷¼ì âñå áûëè â ãàëîøàõ. Ðàñõî-
äÿñü, ãîñòè âûáðàëè ãàëîøè íàóäà÷ó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî êàæäûé âîçüì¼ò ïðàâóþ è ëåâóþ ãàëîøó?

• 4.107. Ìíîæåñòâî K ñîñòîèò èç (n+1) ëèö. Íåêîòîðîå ëèöî A ïè-
øåò äâà ïèñüìà ñëó÷àéíî âûáðàííûì èç K àäðåñàòàì, êîòîðûå
îáðàçóþò "ïåðâîå ïîêîëåíèå"K1. Ëèöî èç K1 äåëàåò òî æå, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåòñÿ "âòîðîå ïîêîëåíèå"è ò. ä. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ëèöî A íå âõîäèò íè â îäíî èç "ïîêîëåíèé"K1, K2, . . . , Kr.

• 4.108. Áðîñàþò n èãðàëüíûõ êîñòåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
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÷òî âûïàäåò n1 åäèíèö, n2 äâîåê, . . ., n6 øåñò¼ðîê (n1+ . . .+n6 =
n)?

• 4.109. Â êðóã Ω ðàäèóñà R âïèñàíà îáëàñòü D, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
à) ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì;
á) êâàäðàòîì;
â) ïðàâèëüíûì øåñòèóãîëüíèêîì. Â êðóã Ω íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷-
êó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü D.

• 4.110. Â êâàäðàò Ω ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) íàóäà÷ó
áðîñàþò òî÷êó M(x, y). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî xm < y <
xn, ãäå m > n è m, n � öåëûå ÷èñëà.

• 4.111. Òî÷êà (b, c) íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ èç êâàäðàòà ñ âåðøèíàìè
(−1,−1), (1,−1), (1, 1), (−1, 1). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîð-
íè óðàâíåíèÿ x2 + bx + c = 0

à) äåéñòâèòåëüíûå; á) ìíèìûå; â) ïîëîæèòåëüíûå; ã) ðàçíûõ çíà-
êîâ; ä) îäíîãî çíàêà.

• 4.112. Äâà ëèöà äîãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåë¼ííîì ìåñòå
ìåæäó 12 è 13 ÷àñàìè. Òîò, êòî ïðèä¼ò ïåðâûì, æä¼ò 15 ìèíóò,
ïîñëå ÷åãî óõîäèò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è, åñëè ìîìåíòû
ïðèõîäà êàæäîãî èç íèõ íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. (Çàäà÷à î
âñòðå÷å).

• 4.113. Ïëîñêîñòü ðàçãðàôëåíà ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2a. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîñàþò
èãëó äëèíîé 2l (l < a). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðå-
ñå÷¼ò êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ. (Çàäà÷à Áþôôîíà).

• 4.114. Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) íàóäà÷ó
áðîøåíà òî÷êà (a, b). Ïóñòü ξ � ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé
óðàâíåíèÿ 1

3x
3 − a2x + b = 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòè P{ξ = 1},

P{ξ = 3}.
• 4.115. Â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ] â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè

t = u ïîÿâëÿåòñÿ ñèãíàë äëèòåëüíîñòè ∆. Ïðè¼ìíèê âêëþ÷àåòñÿ
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â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè t = v èç èíòåðâàëà [0, T ]. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà ïðè¼ìíèêîì.

• 4.116. Îòðåçîê ñëó÷àéíûì îáðàçîì äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òð¼õ îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðå-
óãîëüíèê.

• 4.117. Â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà M . Íàéòè
âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
à) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ôèêñèðîâàííîé ñòîðîíû íå ïðåâîñ-
õîäèò x;
á) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî áëèæàéøåé ñòîðîíû íå ïðåâîñõîäèò
x;
â) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî öåíòðà êâàäðàòà íå ïðåâîñõîäèò x.

• 4.118. Íà îòðåçîê [−1, 1] íàóäà÷ó áðîøåíû òî÷êè x è y. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x + y > 0 è îäíîâðåìåííî xy < 0.

• 4.119. Çàäàí ýëëèïñîèä Ω, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî èìååò óðàâíåíèå

x2

25
+

y2

16
+

z2

9
= 1.

Âíóòðè çàäàíà îáëàñòü D � øàð ñ óðàâíåíèåì ñôåðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè x2 + y2 + z2 = 9. Â Ω ñëó÷àéíî áðîøåíà òî÷êà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè â îáëàñòü D.

• 4.120. Ïîñëå áóðè íà ó÷àñòêå ìåæäó 40-ì è 70-ì êèëîìåòðàìè òå-
ëåôîííîé ëèíèè ïðîèçîø¼ë îáðûâ ïðîâîäà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ðàçðûâ ïðîèçîø¼ë ìåæäó 50-ì è 55-ì êèëîìåòðàìè
ëèíèè?

• 4.121. Ñïóòíèê Çåìëè äâèæåòñÿ ïî îðáèòå, êîòîðàÿ çàêëþ÷åíà
ìåæäó 600 ñåâåðíîé è 600 þæíîé øèðîòû. Ñ÷èòàÿ ïàäåíèå ñïóò-
íèêà â ëþáóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè Çåìëè ìåæäó óêàçàííûìè ïà-
ðàëëåëÿìè ðàâíîâîçìîæíûì, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïóò-
íèê óïàä¼ò âûøå 300 ñåâåðíîé øèðîòû.
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• 4.122. Ñëîé âîçäóõà òîëùèíû H ñîäåðæèò ïûëèíêè ðàäèóñà r â
êîëè÷åñòâå λ øòóê â îäíîé êóáè÷åñêîé åäèíèöå. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ëó÷ ñâåòà, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñëîþ, íå ïåðåñå÷¼ò
íè îäíîé ïûëèíêè.
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