
Çàäà÷è ê ýêçàìåíó ïî êóðñó
"Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà".

(2 ÷àñòü)

1. Ñ. â. ξ1, ξ2 è η òàêîâû, ÷òî M(ξ1) = M(ξ2) = M(η) = 0, D(ξ1) =
D(ξ2) = D(η) = 1, Cov(ξ1, ξ2) = 1/2, Cov(η, ξ1) = −1/2, Cov(η, ξ2) =
1/3. Íàéòè íàèëó÷øóþ ëèíåéíóþ îöåíêó äëÿ η â êëàññå L = {c1ξ1 +
c2ξ2}.

2. ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìû, M(ξ1) = 2, M(ξ2) = 3, D(ξ1) = 4,
D(ξ2) = 9. η = 2ξ1 + 4ξ2 + 5. Âû÷èñëèòü M(η) è D(η).

3. Ñ.â. ξ èìååò M(ξ) = a è D(ξ) = σ2 > 0. Ïîëîæèì ξ0 = (ξ−a)/σ.
Äîêàçàòü, ÷òî M(ξ0) = 0, D(ξ0) = 1.

4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî aξ + b
òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Ñ.â. ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a = 2,
σ2 = 9. Âû÷èñëèòü: P (ξ ≥ 5), P (ξ < 8), P (−7 < ξ < 11).

6. Ñ.â. ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 2.
Íàéòè ìåäèàíó è êâàíòèëü ïîðÿäêà 0.95 ñ.â. ξ.

7. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ðàñïðåäåëåíèå

ξ2\ξ1 -1 0 1 2
-1 0.05 0.15 0.05 0.05
0 0.1 0.1 0.1 0.1
1 0.05 0.1 0.15 0

Íàéòè: 1) ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. η = ξ1 · ξ2,
2) ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç êîîðäèíàò ξ1 è ξ2,
3) ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü ξ1 è ξ2,
4) óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ξ ïðè óñëîâèè ξ1ξ2 = 0,
5) óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = −1,
6) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = −1,
7) ρ(ξ1, ξ2).
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8. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ρξ(x1, x2) =





C(2x1 + 3x2) , x1, x2 ∈ [0, 1] ,

0 , . .

Íàéòè: 1) êîíñòàíòó C,
2) ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. η = ξ1 − ξ2,
3) ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç êîîðäèíàò ξ1 è ξ2,
4) ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü ñ.â. ξ1 è ξ2,
5) óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = 1/2,
6) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = 1/2.
7) ρ(ξ1, ξ2).
9. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ

ñòàíäàðòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0,2]. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. ξ1 + ξ2.

11. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. ξ1 è ξ2, èìåþùèõ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2, òàêæå èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå Ïóàññîíà, íî ñ ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

12. Ñ.â. ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p.
Ïîëîæèì ηp = p · ξ. Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ηp ïðè
p → 0.

13. Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, âû÷èñëèòü ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-
ðîì λ.

14. Ñêîëüêî ðàç íóæíî ïîäáðîñèòü èãðàëüíûé êóáèê, ÷òîáû ñóììà
î÷êîâ ñòàëà áîëüøå 400 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0.9?

15. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . � í.î.ð., M(ξ1) = 1, D(ξ1) =
4. Ïîëîæèì Sn = ξ1 + . . . ξn. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì n

P (Sn > 120) ≥ 0.95?
16. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðè êàêîì δ èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå P
(∣∣∣Sn

n − 1
∣∣∣ < δ

)
= 0.9, åñëè n = 100?
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17. Ðåñòîðàí ïîä îòêðûòûì íåáîì ðàáîòàåò òîëüêî â ïîãîæèå äíè.
Åñëè â äàííîé ìåñòíîñòè ñåãîäíÿ èäåò äîæäü, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4
îí áóäåò è çàâòðà, åñëè æå ñåãîäíÿ äîæäÿ íåò, òî çàâòðà îí áóäåò ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0.06. Îïèñàòü ýòó ñèòóàöèþ ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíîé öåïè
Ìàðêîâà è íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà çà îäèí øàã. Íàéòè ñòàöèîíàð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñåãîäíÿ ðåñòîðàí áûë çàêðûò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îí áóäåò çàêðûò åùå äâà äíÿ.

18. Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà èìååò ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà
çà îäèí øàã

P =




1/3 1/3 0 1/3 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 1/3 2/3
0 0 0 1/3 0 2/3
0 0 0 2/3 1/3 0




Íàðèñîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô è ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñî-
ñòîÿíèé.

19. Â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷åíà âûáîðêà x = (−2, 1, 0, 4,−1).
Âû÷èñëèòü:

1) F̂N(0.5) ,
2) x̄, S2 ,
3) ŷ1/2 .
20. X = (X1, . . . , XN)�ïîâòîðíàÿ âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî íà (0, θ)

ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå θ > 0�íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Â êà÷åñòâå îöåíêè
θ ïðåäëàãàåòñÿ θ̂N = max

k
Xk. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñîñòîÿòåëüíàÿ, íî

ñìåùåííàÿ îöåíêà. Íàéòè íåñìåùåííóþ îöåíêó.
21. X = (X1, . . . , XN)�ïîâòîðíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ è ìåòîäó íàèáîëüøåãî
ïðàâäîïîäîáèÿ íàéòè îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðà λ èññëåäîâàòü èõ íà
íåñìåùåííîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü è îïòèìàëüíîñòü.

22. Ïîëó÷åíà ïîâòîðíàÿ âûáîðêà x = (−0.12, 1.2, 0.8,−1.3, 0.1) èç
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ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåò-
ðàìè a è σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðà a
ñ äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì γ = 0.9

a) ñ èçâåñòíûì σ2 = 1,
b) ñ íåèçâåñòíûì σ2.
23. Ïî âûáîðêå èç çàäà÷è 22 ïðîâåðèòü ãèïîòåçû:
a) H0 : a = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : a 6= 0,
b) H0 : σ2 = 1 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : σ2 < 1.
24. Íåêîòîðóþ ìîíåòó ïîäáðîñèëè 100 ðàç è ïîëó÷èëè 44 ãåðáà.

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé χ2 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíå-
òû ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05.

25. Äâå ìîíåòû ïîäáðàñûâàëè âìåñòå 100 ðàç è ïîëó÷èëè ñëåäóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû:

0 1
0 26 21
1 27 26

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûïàäåíèå ãåðáà íà êàæäîé ìîíåòå
ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05.
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