
Âàðèàíò 1

1. (10) Ñêîëüêî îõðàííèêîâ äîñòàòî÷íî äëÿ îõðàíû ñëåäóþùåé ãàëåðåè
P = {(0, 0), (10,−5), (5,−15), (10,−10), (20,−20), (25,−10), (30, 10), (20, 5),
(30, 20), (15, 25), (20, 15), (10, 15),
(5, 5)} ïî òåîðåìå î G(n)? Êàêîâà îïòèìàëüíàÿ ðàññòàíîâêà îõðàííèêîâ äëÿ ýòîé ãàëåðåè?

2. (20) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå áèíàðíîå (íåîðèåíòèðîâàííîå) äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì ãðàôîì
òðèàíãóëÿöèè íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà (äàæå ìîíîòîííîé ãîðû).

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îòêàçîâ è ÄÊÀ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = adadaad.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ÄÊÀ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = dadadadadaadd.

4. (20) Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M êîððåêòåí, ò.å. äëÿ êàæäîãî i ìíîæåñòâî
ïîñòðîåííûõ íà øàãå i ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Si = {q | (q0; a1a2...ai) ` (q, ε)}.

5.(25) Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì Óêêîíåíà òàê, ÷òîáû îí ñòðîèë îáúåäèíåííîå ñóôôèêñíîå
äåðåâî äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ W = {w1, ..., wk} îáùåé äëèíû

∑k
i=1 |wi| = n çà âðåìÿ O(n).

Çàìå÷àíèå. Ìåòêè äóã â îáúåäèíåííîì äåðåâå èìåþò âèä (i; p, q), ãäå i � íîìåð ñëîâà âî ìíîæåñòâå,
à p è q íà÷àëüíàÿ è çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïîçèöèÿ ïîäñëîâà-ìåòêè â ñëîâå wi.

6. (10) Äëÿ ñëåäóþùåãî ýêçåìïëÿðà çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ_ÏÎÊÐÛÒÈÅ
G = ({1, 2, 3, 4, 5}, {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4), (5, 3)}), k = 2,
ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è ÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË è äëÿ íåêîòîðîãî
2-ïîêðûòèÿ óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è "Êðàò÷àéøèé ïóòü ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî âåñó".
Âõîä: ãðàô G = (V,E), ôóíêöèÿ l(e), çàäàþùàÿ öåëî÷èñëåííóþ äëèíó ðåáåð èç E, ôóíêöèÿ w(e),
çàäàþùàÿ öåëî÷èñëåíûé âåñ ðåáåð èç E, âåðøèíû s è t èç V è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è W
.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè â G ïðîñòîé ïóòü èç s t âåñà íå áîëåå W è äëèíû íå áîëåå K?
(Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ).
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Âàðèàíò 2

1. (10) Ïðåäëîæèòå ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç åãî âåðøèíû.

2. (20) Ïðåäëîæèòå ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î "çàìåòàþùåé"ïðÿìîé â
àëãîðèòìå òðàïåöèçàöèè ìíîãîóãîëüíèêà è îïèøèòå àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè ïðè
ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé î÷åðåäíîé âåðøèíû (èñïîëüçóéòå â íåì ïðîöåäóðû Ñëåâà, Ïåðåñåêàþòñÿ è äð.)

3. (15) Ïîñòðîèòü äëÿ çàäàííîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ R ÍÊÀ M , äîïóñêàþùèé ÿçûê L(R),
çàäàâàåìûé R. Íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ âñå âõîæäåíèÿ ñëîâ èç L(R) â
ñëîâî x.
R = a(bb + ab)∗(a + ba), x = babababbabba.

4. (20) Ïóñòü y = b1b2...bn. Äîêàçàòü, ÷òî àëãîpèòì ÔÎÒ, âû÷èñëÿåò ôyíêöèþ îòêàçîâ f(j), 1 ≤
j ≤ n, çà ëèíåéíîå âpåìÿ O(n).

5. (25) Òðåáóåòñÿ ïî äâóì ñëîâàì S1 è S2 íàéòè ñàìîå äëèííîå ñëîâî P , êîòîðîå âõîäèò êàê
ïîäñëîâî è â S1, è â S2.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ,
ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).

á) Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, íàéäèòå ñàìîå äëèííîå îáùåå ïîäñëîâî äëÿ ñëîâ S1 =
abbba è S2 = baabba.

6. (10) Äëÿ ýêçåìïëÿðà çàäà÷è ÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË
G = (V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (4, 3), (3, 5), (5, 1)})
ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ýêçåìïëÿðG′ çàäà÷è ÍÅÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË è äëÿ íåêîòîðîãî
ãàìèëüòîíîâà öèêëà â G óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë â G′.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è "Ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé".
Âõîä: íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî k (k ≤ |S|).
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî S′ ⊆ S, ÷òî |S′| ≤ k, êîòîðîå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí ýëåìåíò êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà èç C?
(Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ).
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Âàðèàíò 3

1. (10) Êàê ïî ñïèñêó âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà îïðåäåëèòü â êàêîì ïîðÿäêå îíè èäóò: ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

2.(20) Äåòàëèçèðóéòå àëãîðèòì òðèàíãóëÿöèè ìîíîòîííîé ãîðû, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðû Ñëåâà,

Ïåðåñåêàþòñÿ è äð. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà.

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îòêàçîâ è ÄÊÀ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = cdcdcc.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ÄÊÀ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = dcddcdcdccdc.

4. (20) Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Áîåéðà-Ìóðà.

5. (25) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê çàäàííîìó ìíîæåñòâó ñëîâM = w1, . . . , wm îáùåé äëèíû n äîáàâëÿåòñÿ
íîâîå ñëîâî èëè èç íåãî óäàëÿåòñÿ íåêîòîðîå ñëîâî. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû, êîòîðûå íà îáúåäèíåííîì
ñóôôèêñíîì äåðåâå T , ïîñòðîåííîì äëÿ M , ýôôåêòèâíî âûïîëíÿþò ýòè îïåðàöèè.

6. (10) Êàêàÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ Y ∨ Z) &(X ∨ ¬Y ∨ ¬Z) & (¬X ∨ Y ∨ Z) & (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà, è
4-êëèêîé.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è "Ñàìûé äëèííûé öèêë": Âõîä: ãðàô G = (V,E), ôóíêöèÿ
l(e), çàäàþùàÿ öåëî÷èñëåííóþ äëèíó ðåáåð èç E è ÷èñëî K. Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â G ïðîñòîé
öèêë äëèíû íå ìåíüøå K. (Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË ).
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Âàðèàíò 4

1. (15) Ïóñòü òî÷êà p ëåæèò âíóòðè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè {v1, v2, . . . , vn}.
Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò ñïèñîê ýòèõ âåðøèí â ïîðÿäêå îáõîäà ìíîãîóãîëüíèêà
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

2. (20) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî òðèàíãóëÿöèè ÄåëîíåD(P ) ñòðîèò äèàãðàììó Âîðîíîãî
V(P ). Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü? (Õîðîøî áû ïîëó÷èòü àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n)).

3. (20) Êàê ðàñøèðèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M , ÷òîáû îí íàõîäèë â ñëîâå x = a1...an

íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ïîäñëîâî aj ...ak ïðèíàäëåæèò L(M), è íàèáîëüøåå èç
òàêèõ j.

4. (20) Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÏÎÄÊÀ â àëãîðèòìå ïîèñêà ïîäñëîâ Ìîððèñà-Ïðàòòà.

5. (15) Ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àëãîpèòìà Óêêîíåíà ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà x = aabaab$.
Îïðåäåëèòü ñ åãî ïîìîùüþ âñå ïîçèöèè, â êîòîðûõ â x âõîäèò ïîäñëîâî ab.

6. (10) Êàêàÿ çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé çàäà÷å 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ: W =
{w1, w2}, X = {x1, x2}, Y = {y1, y2}, M = {< w1, x1, y2 >,< w1, x2, y2 >,< w2, x2, y1 >}.
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì ñîâåðøåííûì 3-ñî÷åòàíèåì è ðàçáèåíèåì.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÈ:
Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=(V,E), òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî q: |V | = 3q.
Âîïðîñ: ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðàôà G íà q íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ V1, . . . , Vq, êàæäîå
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî 3 âåðøèíû, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè, ò.å. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , q
Vi = {ui, vi, wi} è (ui, vi), (vi, wi), (wi, ui) ∈ E.
(Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ).
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Âàðèàíò 5

1. (15) Ïîñòðîèòü ãðàô âèäèìîñòè è íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü ðîáîòà èç òî÷êè s = (0, 0) â òî÷êó
t = (100, 0), åñëè íà ïëîñêîñòè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåïÿòñòâèÿ:
A = {(5, 10), (10,−30), (30,−30), (30, 10)},
B = {(35, 60), (40, 0), (60, 0)},
C = {(70, 20), (70,−20), (90,−20), (90, 20)}.

2. (15) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò âûïóêëîå çàìûêàíèå ìîíîòîííîãî ìíîãîóãîëüíèêà
çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

3. (15) Âû÷èñëèòå èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìå Áîéåðà-Ìóðà ôóíêöèè λ è γ äëÿ ñëîâà-îáðàçöà
y = bcabbccabb è íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà ïåðâîå âõîæäåíèå y â ñëîâî
x = abcabbbcabbbcabbccabbccbcabb.

4. (25) Êàê ðàñøèðèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M , ÷òîáû îí íàõîäèë â ñëîâå x = a1...an

íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ïîäñëîâî aj ...ak ïðèíàäëåæèò L(M), è íàèìåíüøåå èç
òàêèõ j.

5.(20) Ïóñòü çàäàíî öèêëè÷åñêîå ñëîâî S[1..n], â êîòîðîì çà êàæäûì ñèìâîëîì S(i) ñëåäóåò
ñèìâîë S(i + 1 mod n). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ìåñòî ðàçðåçàíèÿ ýòîãî ñëîâà i òàê,
÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ëèíåéíîå ñëîâî Si = S(i) . . . S(n)S(1) . . . S(i − 1) áûëî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ñëîâ. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ëèíåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ
ëèíåàðèçàöèè öèêëè÷åñêèõ ñëîâ.
Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà LL, ãäå L � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ S.

6. (15) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðþêçàêå:
ïî íàáîðó ïðåäìåòîâA = {a1, . . . , an}, èõ îáúåìîâ s(a1), . . . s(an) è ÷èñëóB íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî
A′ ⊆ A, äëÿ êîòîðîãî

∑
a∈A′ s(a) = B. Èñïîëüçóåì äëÿ åå ðåøåíèÿ àëãîðèòì "äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ":
ïóñòü m(i, j) = 1, åñëè ñðåäè ïåðâûõ i ïðåäìåòîâ a1, . . . , ai ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî îáùåãî
îáúåìà j, èíà÷åm(i, j) = 0. Íàïèøèòå ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿm(i, j). Îïðåäåëèòå ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå, ò.å. âû÷èñëåíèÿm(n, B), ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è. ßâëåòñÿ ëè ïðåäëîæåííûé
àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûì?

7. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. ÍÀÈÁÎËÜØÈÉÎÁÙÈÉÏÎÄÃÐÀÔ:
ïî äâóì ãðàôàì G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) è ÷èñëó k > 0 îïðåäåëèòü ñóùåñòâóþò ëè òàêèå
ïîäìíîæåñòâà E′

1 ⊆ E1 è E′
2 ⊆ E2, |E′

1| = |E′
2| ≥ k, ÷òî ïîäãðàôû G′

1 = (V1, E
′
1) è G′

2 = (V2, E
′
2)

èçîìîðôíû.
(Óêàçàíèå: ñâåäèòå ê ýòîé çàäà÷å çàäà÷ó ÊËÈÊÀ).
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Âàðèàíò 6

1. (10) Íàéäèòå íàèëó÷øèé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ n òî÷åê äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî
çàìûêàíèÿ ìåòîäîì "çàâîðà÷èâàíèÿ ïîäàðêà". Êàêîâà åãî ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü êàê ôóíêöèÿ îò
n?

2. (15) Äîêàæèòå, ñâîéñòâî V2, íå èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî D6. V2: îáëàñòü Âîðîíîãî V (pi) òî÷êè pi

ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ⇔ òî÷êà pi ëåæèò íà âûïóêëîì çàìûêàíèè P .

3. (15) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåðèòü ïðèíèìàåòñÿ ëè ñëîâî x ÍÊÀ M .
M = ({q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7}, {a, b, c}, ïðîãðàììà P :
{q1 a → q2; q1ε → q3; q2b → q4; q3b → q5; q3b → q2; q3ε → q4;
q4a → q5; q4ε → q6; q5a → q6; q5a → q3; q6c → q7},
íà÷. ñîñòîÿíèå - q1, ìí-âî çàêëþ÷. ñîñòîÿíèé - {q7}).
Âõîä: x = abaabbc.

4-5. (45) Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî W , ñîñòîÿùåå èç K ðàçëè÷íûõ ñòðîê (ñëîâ) ñóììàðíîé äëèíû n.
Äëÿ êàæäîãî i îò 2 äî K îïðåäåëèì l(i) êàê äëèíó ñàìîé äëèííîé ïîäñòðîêè, âõîäÿùåé â íå ìåíåå
÷åì â i ñòðîê W . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü òàáëèöó èç (K − 1)-é ñòðîêè, â êîòîðîé
äëÿ êàæäîãî i óêàçàíî ÷èñëî l(i) è êàêàÿ-íèáóäü ñòðîêà äëèíû l(i), âõîäÿùàÿ â ≥ i ñòðîê èç W .

Óêàçàíèå. Ïîñòðîèì îáúåäèíåííîå ñóôôèêñíîå äåðåâî T äëÿ ìíîæåñòâà W , â êîòîðîì êàæäûé
ëèñò èìååò ìåòêó ñëîâà, ñóôôèêñ êîòîðîãî â ýòîì ëèñòå çàêàí÷èâàåòñÿ. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé
âåðøèíû v îáîçíà÷èì ÷åðåç C(v) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ èç W , ñóôôèêñû êîòîðûõ çàêàí÷èâàþòñÿ
â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v.

à) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé C(v) äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí T çà âðåìÿ
O(Kn).

á) Ïîêàæèòå, êàê, çíàÿ çíà÷åíèÿ C(v) äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí, ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ òàáëèöó
çà âðåìÿ O(n).

6. (15) Ïîñòðîéòå "æàäíûé"àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò îïòèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ
ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è "ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜÌÅÆÄÓÄÂÓÌßÂÅÐØÈÍÀÌÈ":
Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) è äâå âåðøèíû a, b ∈ V .
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â G ïðîñòîé ïóòü èç a â b, ïðîõîäÿùèé ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç âñå âåðøèíû
ãðàôà.
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Âàðèàíò 7

1. (15) Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ëîìàííóþ è îáúåäèíèòü äèàãðàììû Âîðîíîãî äëÿ ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ òî÷åê.
P1 = {(0,−5), (15,−10), (20,−5), (15, 5)},
P2 = {(25, 15), (35, 0), (45, 10)}.
Ïîñòðîèòü ïî ïîëó÷èâøåéñÿ äèàãðàììå Âîðîíîãî ñîîòâåòñòâóþùóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå.

2. (20) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ñëîæíîñòèO(n log n) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ïðÿìîóãîëüíèêà:
ïî íàáîðó ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1, . . . , Pn è ïî ïðÿìîóãîëüíèêóQ îïðåäåëèòü, ïîêðûâàåò ëè îáúåäèíåíèå
âñåõ Pi, i = 1, . . . , n, ïðÿìîóãîëüíèê Q ( ñòîðîíû âñåõ Pi, i = 1, . . . , n, è Q ïàðàëëåëüíû îñÿì ).
Óêàçàíèå: ðåøèòå àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ è èñïîëüçóéòå çàòåì ìåòîä çàìåòàþùåé
ïðÿìîé.

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèè λ è γ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = 01101201 â òåêñò
ìåòîäîì Áîéåðà-Ìóðà. Èñïîëüçóÿ èõ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = 011201101201012.

4. (15) Ïóñòü y = b1b2...bn. Äîêàçàòü, ÷òî àëãîpèòì ÔÎÒ, âû÷èñëÿåò ôyíêöèþ îòêàçîâ f(j), 1 ≤
j ≤ n, çà ëèíåéíîå âpåìÿ O(n).

5.(20) Òðåáóåòñÿ ïî äâóì ñëîâàì S1 è S2 íàéòè ñàìîå äëèííîå ñëîâî P , êîòîðîå âõîäèò êàê
ïîäñëîâî è â S1, è â S2.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ,
ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).

á) Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, íàéäèòå ñàìîå äëèííîå îáùåå ïîäñëîâî äëÿ ñëîâ S1 =
abbba è S2 = baabba.

6.(15) Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò ðàñêðàñêó íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà â 2 öâåòà (åñëè òàêàÿ ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò). Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

7. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ:
ïî ãðàôó G = (V,E) è ÷èñëó k > 0 îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè ê E äîáàâèòü k ðåáåð, ÷òîáû â ãðàôå
ïîÿâèëñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Âàðèàíò 8

1. (10) Îïèøèòå äèàãðàììó Âîðîíîãî äëÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

2. (25) Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî çàìûêàíèÿ ìåòîäîì "ðàçäåëÿé è âëàñòâóé"òàê,
÷òîáû îí êîððåêòíî ðàáîòàë è ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
à) íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî òî÷åê;
á) íà ëó÷å íèæíåé (âåðõíåé) êàñàòåëüíîé ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðåáðî P1 èëè P2;
â) áàçèñ ðåêóðñèè çàâåðøàåòñÿ 3-ÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé.

3. (15) Ïóñòü äàíû äâà ñëîâà-îáðàçöà y1 è y2. Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, êîòîðûé ðàñïîçíàåò âõîäèò
ëè îäíî èç ýòèõ ñëîâ â ñëîâî x = a1...an çà âðåìÿ O(n + |y1|+ |y2|).

Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ îòêàçîâ, ñîâïàäàþùóþ íà îáùåì ïðåôèêñå ñëîâ y1 è y2. Ðàññìîòðåòü
ïðèìåð: y1 = abbabca, y2 = abbabba.

4. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèè λ è γ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = 01001201 â òåêñò
ìåòîäîì Áîéåðà-Ìóðà. Èñïîëüçóÿ èõ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = 011201001201012.

5. (25) Äëÿ çàäàííûõ ñëîâ S1 è S2 íóæíî íàéòè âñå ïîäñëîâà ñëîâà S2 äëèíû íå ìåíüøå l,
âõîäÿùèå â S1.

Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ è ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ,
ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).

6. (10) Êàêîé ýêçåìïëÿð çàäà÷è ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ ¬Y ∨ Z) & (¬X ∨ ¬Y ∨ U) & (Y ∨ ¬Z ∨ ¬U) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà è
ðàñêðàñêîé ïîñòðîåííîãî ãðàôà.

7. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÎÑÒÎÂ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ ËÈÑÒÜÅÂ
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = V,E è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â G îñòîâíîå äåðåâî T ñ k ëèñòüÿìè.
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Âàðèàíò 9

1.(10) Ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîóãîëüíèêà P , èñïîëüçóÿ àëãîðèòì III (óäàëåíèå óøåé).
P = {(0, 0), (5,−20), (10,−5), (15,−20), (25,−5), (30, 10), (20, 5), (30, 20), (15, 25), (20, 15),
(5, 15), (5, 5)}.

2.(25) Äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòì ÍÀÈÁÎËÜØÈÉ_ ÏÓÑÒÎÉ_ÊÐÓÃ ìîæíî ðåàëèçîâàòü äëÿ
âõîäà P = {p1, . . . , pn} çà âðåìÿ O(n log n).
Óêàçàíèå: 1) óñòàíîâèòå, ÷òî ðåáðî äèàãðàììû Âîðîíîãî ïåðåñåêàåò íå áîëåå 2-õ ðåáåð îáîëî÷êè
H(P ), è ÷òî êàæäîå ðåáðî îáîëî÷êè H(P ) ïåðåñåêàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðî äèàãðàììû
Âîðîíîãî.
2)îðãàíèçóéòå îáõîä âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ H(P ) ñ ðåáðàìè äèàãðàììû Âîðîíîãî çà âðåìÿ O(n).

3. (25) Êàê ðàñøèðèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M , ÷òîáû îí íàõîäèë â ñëîâå x = a1...an

íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ïîäñëîâî aj ...ak ïðèíàäëåæèò L(M), è íàèìåíüøåå èç
òàêèõ j.

4. (15) Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÏÎÄÊÀ â àëãîðèòìå ïîèñêà ïîäñëîâ Ìîððèñà-Ïðàòòà.

5. (15) Ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àëãîpèòìà Óêêîíåíà ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà x = abbaab$.
Îïðåäåëèòü ñ åãî ïîìîùüþ âñå ïîçèöèè, â êîòîðûõ â x âõîäèò ïîäñëîâî ab.

6.(20) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
ÈÇÎÌÎÐÔÍÛÉ ÎÑÒÎÂ: ïî ãðàôó G = (V,E) è äåðåâó T = (V ′, E′) îïðåäåëèòü èìååòñÿ ëè â G
îñòîâíîå äåðåâî, èçîìîðôíîå T.
Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷ó ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.

7. (15) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ: ïî íàáîðó ïðåäìåòîâ A = {a1, . . . , an}, è èõ âåñîâ
s(a1), . . . s(an) íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A′ ⊆ A, äëÿ êîòîðîãî

∑
a∈A′ s(a) =

∑
a/∈A′ s(a). Ïóñòü∑

a∈A s(a) = 2B.
Èñïîëüçóåì äëÿ åå ðåøåíèÿ àëãîðèòì "äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ":
ïîëîæèì t(i, j) = 1, åñëè ñðåäè ïåðâûõ i ïðåäìåòîâ a1, . . . , ai ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî îáùåãî
âåñà j, èíà÷å t(i, j) = 0. Íàïèøèòå ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ t(i, j). Îïðåäåëèòå ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ò.å. âû÷èñëåíèÿ t(n, B), ÷åðåç èñõîäíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è. ßâëåòñÿ
ëè ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûì?
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Âàðèàíò 10

1. (10) Ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîóãîëüíèêà P , èñïîëüçóÿ àëãîðèòì IV (÷åðåç òðàïåöèçàöèþ).
P = {(0, 0), (5,−25), (10,−5), (20,−20), (25,−10), (30, 0), (20, 15), (30, 10), (25, 20), (10, 15), (5, 5)}.

2. (25) Çàäàíû äâå "ëåñòíèöû" A = {p1, . . . , pn} è B = {q1, . . . , qm}.

s ss ss ss

s s
s ss s

s s
A

B

Íàéòè ïàðó òî÷åê (pi, qj) ñ ìèíèìàëüíûì L1-ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëå
d1(p, q) = |p.x− q.x|+ |p.y − q.y|.

3. (15) Ïîñòðîèòü äëÿ çàäàííîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ R ÍÊÀ M , äîïóñêàþùèé ÿçûê L(R),
çàäàâàåìûé R. Íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ ïåðâîå âõîæäåíèå ñëîâà èç L(R)
â ñëîâî x.
R = b(ba + bb)∗(b + aa), x = ababbabaaaba.

4. (20) Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Ìîððèñà-Ïðàòòà, ò.å. òî, ÷òî ÄÊÀ M , ïîñòðîåííûé
àëãîðèòìîì ÏÎÄÊÀ, íà âõîäå x = a1a2 . . . ak ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b1b2 . . . bj � ýòî ñàìûé äëèííûé ñóôôèêñ x, ÿâëÿþùèéñÿ ïðåôèêñîì y = b1b2 . . . bl.

5. (20) Ïîèñê âñåõ âõîæäåíèé ñëîâ-îáðàçöîâ.
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ñëîâ-îáðàçöîâ P = {U1, . . . , Uk}, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ ðàâíà n.

Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå âõîæäåíèÿ ýòèõ îáðàçöîâ â òåêñò S äëèíû m. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà âðåìÿ O(n+m+ r), ãäå r � îáùåå ÷èñëî èñêîìûõ
âõîæäåíèé.

6. (10) Êàêàÿ çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé çàäà÷å 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ: W =
{w1, w2}, X = {x1, x2}, Y = {y1, y2}, M = {< w1, x1, y2 >,< w1, x2, y2 >,< w2, x2, y1 >}.
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì ñîâåðøåííûì 3-ñî÷åòàíèåì è ðàçáèåíèåì.

7. (20) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ àëãîðèòìA, êîòîðûé ïî áóëåâîé ôîðìóëå Φ ïðîâåðÿåò âûïîëíèìà
ëè îíà çà âðåìÿ t(Φ). Êàê ñ åãî ïîìîùüþ íàéòè âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äëÿ Φ
(åñëè îí ñóùåñòâóåò) çà âðåìÿ ïîëèíîìèàëüíîå îò t(Φ)?
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Âàðèàíò 11

1. (10) Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ëîìàííóþ è îáúåäèíèòü äèàãðàììû Âîðîíîãî äëÿ ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ òî÷åê.
P1 = {(0, 0), (10,−15), (5, 15), (15, 0)},
P2 = {(20, 20), (30, 5), (45, 15)}.

2. (25) Íà ïëîñêîñòè çàäàíû äâà ìíîæåñòâà òî÷åê A è B, ñîäåðæàùèå ïî n òî÷åê êàæäîå.
Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò äâå áëèæàéøèå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A,
à äðóãàÿ B, çà âðåìÿ O(n log n). Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, åñëè A è B
ëèíåéíî ðàçäåëèìû?

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îòêàçîâ è ÄÊÀ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = dccdcc.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ÄÊÀ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = dcddcdccdccdc.

4.(20) Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Áîåéðà-Ìóðà.

5. (20) Ïîèñê âõîæäåíèé ñëîâ â áàçó äàííûõ.
Ïóñòü áàçà äàííûõ ñîäåðæèò ñëîâà îáùåé ñóììàðíîé (áîëüøîé!) äëèíîé n. Ïðåäëîæèòå ñòðóêòóðó

äàííûõ äëÿ ýòîé ÁÄ è àëãîðèòì åå ïîñòðîåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ýôôåêòèâíîå âûÿñíåíèå ïî ñëîâó-
çàïðîñó P âõîäèò ëè îíî â áàçó äàííûõ, à åñëè íå âõîäèò, òî îïðåäåëåíèå âñåõ ñëîâ ÁÄ, äëÿ êîòîðûõ
îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì, à åñëè è òàêèõ ñëîâ íåò, òî íàõîæäåíèå ñàìîãî äëèííîãî ïðåôèêñà P ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåôèêñîì êàêîãî-ëèáî ñëîâà â áàçå äàííûõ.

6.(10) Êàêàÿ çàäà÷à ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ ¬Y ∨ Z)&(¬X ∨ ¬Y ∨ U)&(Y ∨ ¬Z ∨ ¬U) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà è
ðàñêðàñêîé ïîñòðîåííîãî ãðàôà â 4 öâåòà.

7. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóêà áóëåâà ôîðìóëà F = F1 ∧
F2 ∧ F3 ∧ F4 ∧F5 ∧ F6 ∧ F7, îïèñûâàþùàÿ ðàáîòó ì.Ò. M íà âõîäå x, èìååò ïîëèíîìèàëüíûé îò |x|
ðàçìåð è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Âàðèàíò 12

1. (15) Äåòàëèçèðóéòå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìåòîäîì "çàâîðà÷èâàíèÿ ïîäàðêà",
èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðû Ñëåâà, Ïåðåñåêàþòñÿ è äð. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà.

2. (20) Îáðàùåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî. Íà ïëîñêîñòè çàäàíà êàðòà ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíè 3
(ðåáðàìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè è ëó÷è). Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ
ëè ýòà êàðòà äèàãðàììîé Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê P . Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî
îòâåòà àëãîðèòì äîëæåí ïîñòðîèòü P â ÿâíîì âèäå.

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îòêàçîâ è ÄÊÀ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = 1001001.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ÄÊÀ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = 0100010010011.

4. (20) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê çàäàííîìó ìíîæåñòâó ñëîâM = w1, . . . , wm îáùåé äëèíû n äîáàâëÿåòñÿ
íîâîå ñëîâî èëè èç íåãî óäàëÿåòñÿ íåêîòîðîå ñëîâî. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû, êîòîðûå íà îáúåäèíåííîì
ñóôôèêñíîì äåðåâå T , ïîñòðîåííîì äëÿ M , ýôôåêòèâíî âûïîëíÿþò ýòè îïåðàöèè.

5. (25) Ïóñòü T � ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà S. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i ñëîâà S íàçîâåì ñèìâîë
S(i−1) ëåâûì ñèìâîëîì äëÿ i. Ëåâûé ñèìâîë äëÿ ëèñòà äåðåâà T � ýòî ëåâûé ñèìâîë ïîçèöèè-ìåòêè
ýòîãî ëèñòà.

Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà v äåðåâà T íàçûâàåòñÿ ëåâîé âèëêîé (left diverse), åñëè õîòÿ áû äâà ëèñòà
â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v èìåþò ðàçëè÷íûå ëåâûå ñèìâîëû.

Ïîñòðîéòå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n), êîòîðûé äëÿ êàæäîé âåðøèíû T îïðåäåëèò, ÿâëÿåòñÿ ëè
îíà ëåâîé âèëêîé.

6. (10)Êàêàÿ çàäà÷à 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ: Φ = (X∨Y ∨Z)&(X∨Y ∨
Z)? Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà
è ñîâåðøåííûì 3-ñî÷åòàíèåì.

7. (15) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÓÏÀÊÎÂÊÀ Â ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÛ:
Âõîä: çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ U = {u1, . . . , un}, öåëî÷èñëåííûé îáúåì s(ui), i =
1, . . . , n, êàæäîãî èç ýòèõ ïðåäìåòîâ, öåëîå ÷èñëî B � îáúåì îäíîãî êîíòåéíåðà è ÷èñëî èìåþùèõñÿ
êîíòåéíåðîâ k.
Âîïðîñ: ìîæíî ëè âñå ïðåäìåòû èç U óïàêîâàòü â k êîíòåéíåðîâ?
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Âàðèàíò 13

1. (20) Ïðåäëîæèòå ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î "çàìåòàþùåé"ïðÿìîé â
àëãîðèòìå òðàïåöèçàöèè ìíîãîóãîëüíèêà è îïèøèòå àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè ïðè
ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé î÷åðåäíîé âåðøèíû (èñïîëüçóéòå â íåì ïðîöåäóðû Ñëåâà, Ïåðåñåêàþòñÿ è äð.)

2.(15) Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ëîìàííóþ è îáúåäèíèòü äèàãðàììû Âîðîíîãî äëÿ ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ òî÷åê.
P1 = {(0, 0), (15,−10), (20, 15)},
P2 = {(30, 15), (35, 0), (45, 10)}.
Ïîñòðîèòü ïî ïîëó÷èâøåéñÿ äèàãðàììå Âîðîíîãî ñîîòâåòñòâóþùóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå.

3. (20) Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M êîððåêòåí, ò.å. äëÿ êàæäîãî i ìíîæåñòâî
ïîñòðîåííûõ íà øàãå i ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Si = {q | (q0; a1a2...ai) ` (q, ε)}.

4. (15) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ðàáèíà-Êàðïà, íàéòè âñå âõîæäåíèÿ ñëîâà y = 31 â ñëîâî x =
12314159203158263137 (ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî q = 11, ìîùíîñòü àëôàâèòà m = 10).

5. (20) Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ ññûëîê è òðþêîâ 1-3 àëãîðèòì Óêêîíåíà
ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåÿâíûõ ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ I1, . . . , In äëÿ ñëîâà äëèíû n çà âðåìÿ
O(n).

6. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÅÄËßÌÍÎÃÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÎÉÑÈÑÒÅÌÛ.
Âõîä: ìíîæåñòâî çàäàíèé A = {a1, . . . , an}, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ a ∈ A óêàçàíà äëèòåëüíîñòü
l(a) åãî âûïîëíåíèÿ, ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m è ãðàíèöà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âñåõ çàäàíèé D.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ðàñïðåäåëåíèå âñåõ çàäàíèé ïî m ïðîöåññîðàì, ïðè êîòîðîì âñå îíè áóäóò
çàâåðøåíû çà âðåìÿ ≤ D? Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî ëè ðàçáèòü A íà m ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Am òàê,
÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . ,m

∑
a∈Aj

l(a) ≤ D?

7. (10) Êàêîé ýêçåìïëÿð çàäà÷è ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (¬X ∨ Y ∨ Z) & (X ∨ ¬Y ∨ U) & (¬Y ∨ ¬Z ∨ ¬U) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà è
ðàñêðàñêîé ïîñòðîåííîãî ãðàôà.
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Âàðèàíò 14
1. (10) Ñêîëüêî îõðàííèêîâ äîñòàòî÷íî äëÿ îõðàíû ñëåäóþùåé ãàëåðåè

P = {(0, 0), (10,−15), (15,−10), (20,−20), (25, 0), (30, 0), (20, 5),
(30, 20), (15, 25), (20, 15), (10, 15),
(5, 5)} ïî òåîðåìå î G(n)? Êàêîâà îïòèìàëüíàÿ ðàññòàíîâêà îõðàííèêîâ äëÿ ýòîé ãàëåðåè?

2. (20) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî òðèàíãóëÿöèè ÄåëîíåD(P ) ñòðîèò äèàãðàììó Âîðîíîãî
V(P ). Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü? (Õîðîøî áû ïîëó÷èòü àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n)).

3. (15) Ïîñòðîèòü äëÿ çàäàííîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ R ÍÊÀ M , äîïóñêàþùèé ÿçûê L(R),
çàäàâàåìûé R. Íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ âñå âõîæäåíèÿ ñëîâ èç L(R) â
ñëîâî x.
R = aa(ba + b)∗(a + ab), x = baababaaabbaba.

4. (20) Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Ìîððèñà-Ïðàòòà, ò.å. òî, ÷òî ÄÊÀ M , ïîñòðîåííûé
àëãîðèòìîì ÏÎÄÊÀ, íà âõîäå x = a1a2 . . . ak ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b1b2 . . . bj � ýòî ñàìûé äëèííûé ñóôôèêñ x, ÿâëÿþùèéñÿ ïðåôèêñîì y = b1b2 . . . bl.

5.(20) Òðåáóåòñÿ ïî äâóì ñëîâàì S1 è S2 íàéòè ñàìîå äëèííîå ñëîâî P , êîòîðîå âõîäèò êàê
ïîäñëîâî è â S1, è â S2.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ,
ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).

á) Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, íàéäèòå ñàìîå äëèííîå îáùåå ïîäñëîâî äëÿ ñëîâ S1 =
cabbba è S2 = bcaabbbb.

6.(10) Êàêîå óðàâíåíèå â ñëîâàõ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ Y ∨Z) ∧ (X ∨ Y ∨ ¬U) ∧ (¬Y ∨Z ∨U) ? Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñòèííà è ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ñëîâàõ.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅËÈÍÅÉÍÎÅÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ.
Âõîä: öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n × m, öåëî÷èñëåííûé âåêòîð-ñòîëáåö b̄ ðàçìåðà n × 1,
âåêòîð ïåðåìåííûõ x̄ ðàçìåðà 1×m.
Âîïðîñ: èìååò ëè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax̄ = b̄ öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (x1, . . . , xm), â êîòîðîì êàæäîå
çíà÷åíèå xi ∈ {0, 1} (i = 1, . . . ,m)?
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Âàðèàíò 15
1. (10) Íàéäèòå íàèëó÷øèé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ n òî÷åê äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî

çàìûêàíèÿ ìåòîäîì "çàâîðà÷èâàíèÿ ïîäàðêà". Êàêîâà åãî ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü êàê ôóíêöèÿ îò
n?

2.(25) Äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòì ÍÀÈÁÎËÜØÈÉ_ ÏÓÑÒÎÉ_ÊÐÓÃ ìîæíî ðåàëèçîâàòü äëÿ
âõîäà P = {p1, . . . , pn} çà âðåìÿ O(n log n).
Óêàçàíèå: 1) óñòàíîâèòå, ÷òî ðåáðî äèàãðàììû Âîðîíîãî ïåðåñåêàåò íå áîëåå 2-õ ðåáåð îáîëî÷êè
H(P ), è ÷òî êàæäîå ðåáðî îáîëî÷êè H(P ) ïåðåñåêàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðî äèàãðàììû
Âîðîíîãî.
2)îðãàíèçóéòå îáõîä âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ H(P ) ñ ðåáðàìè äèàãðàììû Âîðîíîãî çà âðåìÿ O(n).

3. (15) Âû÷èñëèòå èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìå Áîéåðà-Ìóðà ôóíêöèè λ è γ äëÿ ñëîâà-îáðàçöà
y = acabbacabb è íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà ïåðâîå âõîæäåíèå y â ñëîâî
x = acabbbcabbbacabbacabbacabbcabb.

4. (25) Êàê ðàñøèðèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÊÀ M , ÷òîáû îí íàõîäèë â ñëîâå x = a1...an

íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ïîäñëîâî aj ...ak ïðèíàäëåæèò L(M), è íàèáîëüøåå èç
òàêèõ j.

5.(20) Ïóñòü çàäàíî öèêëè÷åñêîå ñëîâî S[1..n], â êîòîðîì çà êàæäûì ñèìâîëîì S(i) ñëåäóåò
ñèìâîë S(i + 1 mod n). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ìåñòî ðàçðåçàíèÿ ýòîãî ñëîâà i òàê,
÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ëèíåéíîå ñëîâî Si = S(i) . . . S(n)S(1) . . . S(i − 1) áûëî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ñëîâ. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ëèíåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ
ëèíåàðèçàöèè öèêëè÷åñêèõ ñëîâ.
Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà LL, ãäå L � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ S.

6. (10) Äëÿ ýêçåìïëÿðà çàäà÷è ÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË
G = (V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 4), (2, 3), (4, 2), (4, 3), (3, 5), (5, 1))} ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ýêçåìïëÿð
G′ çàäà÷è ÍÅÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË è äëÿ íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà âG óêàçàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë â G′.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉÏÎÒÎÊÂ ÑÅÒÈ Ñ ÓÌÍÎÆÈÒÅËßÌÈ.
Âõîä: ñåòü S = ((V,E), s, t, c : E → N,h : V → N), ãäå c(e) � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðåáðà e ∈ E,
h(v) � êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà â âåðøèíå v ∈ V è ãðàíèöà ïîòîêà B.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ ïîòîêîâàÿ ôóíêöèÿ f : E → N òàêàÿ, ÷òî
1) f(e) ≤ c(e) äëÿ âñåõ e ∈ E;
2) äëÿ ëþáîé v ∈ V \ {s, t} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(v)

∑
(u,v)∈E f(u, v) =

∑
(v,u)∈E f(v, u);

3)
∑

(u,t)∈E f(u, t) ≥ B.
Óêàçàíèå: ñâåäèòå ê ýòîé çàäà÷å ïðîáëåìó ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ.
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Âàðèàíò 16
1. (10) Êàê ïî ñïèñêó âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà îïðåäåëèòü â êàêîì ïîðÿäêå îíè èäóò: ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

2. (25) Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî çàìûêàíèÿ ìåòîäîì "ðàçäåëÿé è âëàñòâóé"òàê,
÷òîáû îí êîððåêòíî ðàáîòàë è ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
à) íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî òî÷åê;
á) íà ëó÷å íèæíåé (âåðõíåé) êàñàòåëüíîé ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðåáðî P1 èëè P2;
â) áàçèñ ðåêóðñèè çàâåðøàåòñÿ 3-ÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé.

3. (15) Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îòêàçîâ è ÄÊÀ äëÿ ðàcïîçíàâàíèÿ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà y = acacaac.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ÄÊÀ, íàéòè âõîæäåíèå y â ñëîâî x = cacaccacacaacac.

4. (15) Ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àëãîpèòìà Óêêîíåíà ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà x = aacbaacb$.
Îïðåäåëèòü ñ åãî ïîìîùüþ âñå ïîçèöèè, â êîòîðûõ â x âõîäèò ïîäñëîâî acb.

5. (25) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê çàäàííîìó ìíîæåñòâó ñëîâM = w1, . . . , wm îáùåé äëèíû n äîáàâëÿåòñÿ
íîâîå ñëîâî èëè èç íåãî óäàëÿåòñÿ íåêîòîðîå ñëîâî. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû, êîòîðûå íà îáúåäèíåííîì
ñóôôèêñíîì äåðåâå T , ïîñòðîåííîì äëÿ M , ýôôåêòèâíî âûïîëíÿþò ýòè îïåðàöèè.

6. (10) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ F , êîòîðàÿ çàäàåò "ãðàíèöó"ðàçðûâà ìåæäó
âåðõíèìè è íèæíèìè îöåíêàìè âðåìåíè âû÷èñëåíèé, ò.å. òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷èñëèìîãî ïðåäèêàòà
A èìååòñÿ òàêàÿ ãðàíèöà âðåìåíè t, ÷òî A íåëüçÿ âû÷èñëèòü çà âðåìÿ ≤ t(n), íî ìîæíî - çà âðåìÿ
F (t(n))?

7. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ:
ïî ãðàôó G = (V,E) è ÷èñëó k > 0 îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè ê E äîáàâèòü k ðåáåð, ÷òîáû â ãðàôå
ïîÿâèëñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Âàðèàíò 17
1.(10) Ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîóãîëüíèêà P , èñïîëüçóÿ àëãîðèòì III (óäàëåíèå óøåé).

P = {(0, 0), (5, 20), (10, 5), (15,−10), (25,−5), (30,−15), (25, 5), (30, 0), (15, 25), (20, 15),
(5, 35), (0, 5)}.

2. (25) Íà ïëîñêîñòè çàäàíû äâà ìíîæåñòâà òî÷åê A è B, ñîäåðæàùèå ïî n òî÷åê êàæäîå.
Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò äâå áëèæàéøèå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A,
à äðóãàÿ B, çà âðåìÿ O(n log n). Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, åñëè A è B
ëèíåéíî ðàçäåëèìû?

3. (15) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ðàáèíà-Êàðïà, íàéòè âñå âõîæäåíèÿ ñëîâà y = 24 â ñëîâî x =
12412415924031582437 (ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî q = 11, ìîùíîñòü àëôàâèòà m = 10).

4. (15) Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÏÎÄÊÀ â àëãîðèòìå ïîèñêà ïîäñëîâ Ìîððèñà-Ïðàòòà.

5. (20) Ïîèñê âõîæäåíèé ñëîâ â áàçó äàííûõ.
Ïóñòü áàçà äàííûõ ñîäåðæèò ñëîâà îáùåé ñóììàðíîé (áîëüøîé!) äëèíîé n. Ïðåäëîæèòå ñòðóêòóðó

äàííûõ äëÿ ýòîé ÁÄ è àëãîðèòì åå ïîñòðîåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ýôôåêòèâíîå âûÿñíåíèå ïî ñëîâó-
çàïðîñó P âõîäèò ëè îíî â áàçó äàííûõ, à åñëè íå âõîäèò, òî îïðåäåëåíèå âñåõ ñëîâ ÁÄ, äëÿ êîòîðûõ
îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì, à åñëè è òàêèõ ñëîâ íåò, òî íàõîæäåíèå ñàìîãî äëèííîãî ïðåôèêñà P ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåôèêñîì êàêîãî-ëèáî ñëîâà â áàçå äàííûõ.

6. (15) Ïîñòðîéòå "æàäíûé"àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò îïòèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ
ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

7. (20) Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅÍÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÈ: Âõîä: íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G=(V,E), òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî q: |V | = 3q.
Âîïðîñ: ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðàôà G íà q íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ V1, . . . , Vq, êàæäîå
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî 3 âåðøèíû, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè, ò.å. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , q
Vi = {ui, vi, wi} è (ui, vi), (vi, wi), (wi, ui) ∈ E.
(Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ).
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