
Âàðèàíò 1

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) n3 log10 n; b) n

√
n/n15 ; c) n3.01/ log100 n ; d) n7/10/ log4 n; e) 2n log(n);

f) n3n; g) n0.15 log5 n; h) nlog2 n log log n ; i) n2 logn n; j) n0.5 log log n.

2 .(15) Ïóñòü â íàãðóæåííîì äåðåâå âåðøèíàì ïðèïèñàíû èìåíà. Íàïèñàòü íåpåêópñèâíûé àë-
ãîðèòì, ïå÷àòàþùèé ýòè èìåíà â ïðåôèêñíîì ïîðÿäêå.

3. (10) Ïóñòü A - ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.
procedure PROC1 (A):
{ FOR i = 1 TO n DO
FOR j = i TO n DO
B[i, j] := max{A[k, j]|i− 1 < k < n + 1}
}

4. (10) Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì T (n) = 7T (n/2) + n2, à âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà B - ñîîòíîøåíèåì T (n) = aT (n/4) + n2.

Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì öåëîì a àëãîðèòì B àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå àëãîðèòìà A.

5. (20) Ïðîáëåìà óíèêàëüíîñòè ýëåìåíòîâ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n
ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an òîãî, ÷òî ai 6= aj ïðè i 6= j.

Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå äåðåâî ñðàâíåíèé, ðåøàþùåå ïðîáëåìó óíèêàëüíîñòè ýëåìåíòîâ äëÿ âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, èìååò ñëîæíîñòü íå ìåíåå log2(n!).

6. (20) Ïóñòü ìàññèâ A[1..n] ñîäåðæèò âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî n, êðîìå îäíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çà îäíî äåéñòâèå ìîæíî ïðîñìîòðåòü çàäàííûé áèò çàäàííîãî ýëåìåíòà À. Ïðåäëîæèòå àëãî-
ðèòì ñëîæíîñòè O(n) äëÿ íàõîæäåíèÿ íåäîñòàþùåãî ÷èñëà.

7 (10) Ïóñòü èñõîäíûé ìàññèâ À óæå îòñîðòèðîâàí â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàêèì áóäåò âðåìÿ
åãî ñîðòèðîâêè ñ ïîìîùüþ äåðåâà? À êàêèì îíî áóäåò, åñëè îí îòñîðòèðîâàí â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ?

8.(15) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ßíãåðà-Êàñàìè, ïðîâåðèòü âõîäèò ëè ñëîâî aaabbcca â êñ-ÿçûê, ïî-
ðîæäåííûé ñëåäóþùåé êñ-ãðàììàòèêîé (N = {A,B,C, S}, T = {a, b, c}:
S => AA|AB
A => a|AB|CA
B => b|BB|BC
C => c|CC|CA
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Âàðèàíò 2

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) 2nlog n log7 n; b) 3n
√

log n ; c) n2/log100n; d) n199/100 e) 2n log n/n2; f) n2n;
g) n2.6/ log10 n; h) n log n log log n; i) n log4 n; j) n2.5 log log5 n.

2. (15) Hàïèñàòü áèòîâyþ ëèíåéíyþ ïpîãpàììy â áàçèñå {∧,+(mod2)} äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàäpàòà
òðåõpàçpÿäíîãî äâîè÷íîãî ÷èñëà è îöåíèòü åå ñëîæíîñòü.

3. (15). Îöåíèòå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé, òðåáóþùèõñÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå íàõîæäåíèÿ íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.
Âõîä: ìí-âî S èç n ýë-îâ, n � ñòåïåíü äâîéêè.
Âûõîä: (max, min) - ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé ýë-òû S.

procedure MAX-MIN(S):
if |S| = 2 then { ïóñòü S = {a, b}; âûäàòü(MAX(a, b),MIN(a, b)) }
else { ðàçáèòü S íà äâà ðàâíûõ ïîäìí-âà S1 è S2;
(max1,min1) := MAX −MIN(S1);
(max2,min2) := MAX −MIN(S2);
âûäàòü (MAX(max1,max2),MIN(min1,min2))

4.(15) Âûáðàòü ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà è íàïèñàòü àëãîðèòì ïîäñ÷åòà äëÿ êàæäîé âåðøèíû ÷èñëà
åå ïîòîìêîâ. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

5. (20) Ïóñòü ñòðóêòóðà ÎÎÎ "Ðîãà è êîïûòà"çàäàíà äåðåâîì ïîä÷èíåííîñòè ñ äèðåêòîðîì â
êîðíå äåðåâà, â êîòîðîì êàæäîìó ñîòðóäíèêó (âåðøèíå) ïðèïèñàí íåîòðèöàòåëüíûé ðåéòèíã. Äè-
ðåêòîð ïðèêàçàë ñâîåìó çàìåñòèòåëþ ïî êàäðàì ïðèãëàñèòü íà ïðàçäíèê "Äåíü æèâîòíîâîäà"÷àñòü
ñîòðóäíèêîâ òàê, ÷òîáû íèêòî èç ïðèãëàøåííûõ íå îêàçàëñÿ íà ïðàçäíèêå âìåñòå ñî ñâîèì íåïî-
ñðåäñòâåííûì íà÷àëüíèêîì. Èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì,
ñîñòàâëÿþùèé ñïèñîê ïðèãëàøåííûõ ñîòðóäíèêîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì ðåéòèíãîì. Îöåíè-
òå åãî ñëîæíîñòü.

6.(15) Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì ÌÈÍÊ òàê, ÷òîáû ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-
áèâàëàñü íà îòðåçêè äëèíû 7 ( à íå 5 ). Îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà.

7 .(10) Óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3, 16, 23, 4, 11, 13, 8, 2, 11, 9 ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì ñîðòèðîâ-
êè äåðåâîì. Ñêîëüêî ïåpåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîðòèðîâêè?

8.(10) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñîðòèðîâêè, óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
ÎËÂÊ,ËÎÎÂ, ÎÊÎÂ,ÂÎËÎ,ËÎÊÊ,ÊÂÎÊ,ÊÎËÎ.
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Âàðèàíò 3

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) n3/ log5 n; b) n

√
n/n3; c) n1.9 log100 n; d) n0,1/ log14 n; e) nn/ log n;

f) n!/3n ; g) n0.5 log10 n; h) n2 log n+log log n; i) n3 logn n; j) n3(log log n)10/ log n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) : ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû. (n � ñòåïåíü òðîéêè).

procedure PEL( A[m..n]):
{
p := [(n−m + 1)/3]; q := [(n−m + 1)/2];
y := ÌÈÍÊ(6, A[m..n]);A[n/3− 1] := 2 ∗ y;
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);PEL(A[m + 2p..n]);
PEL(A[m + q..m + q + p− 1])
}

3.(15) Âûáðàòü ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà è íàïèñàòü àëãîðèòì ïîäñ÷åòà äëÿ êàæäîé âåðøèíû åå
ãëóáèíû. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

4.(10) Êàêèå îòâåòû áyäåò äàâàòü "ñòpàòåãèÿ äüÿâîëà"èç òåîpåìû Êèñëèöûíà â îòâåò íà ñëåäy-
þùèå âîïpîñû:
a > b?; a > c?; c > b?; e > d?; d > f ; a > e?; f > e?; f > g?; f > c?; a > f?; g > e?; g > a?
(åñëè îòâåò íå îïpåäåëåí, ïyñòü "ïîáåæäàåò"èãpîê, ñòîÿùèé â ñpàâíåíèè ñëåâà). Êàêîå îòíîøåíèå
"X ïpåâîñõîäèò Y "ïîëy÷àåòñÿ â påçyëüòàòå?

5.(20) Ïóñòü A - óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë: A[1] <
A[2] < ... < A[n]. Íàïèñàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òàêîãî i, ÷òî A[i] = i (åñëè òàêîå i ñóùåñòâóåò).
Îöåíèòü åãî ñëîæíîñòü ( "õîðîøèé"àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(log n) ).

6.(15) Ïóñòü â ìàññèâå A[1..N ] ïåðâûå n (n < N) ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîðòèðóþùåå äåðå-
âî. Îïèøèòå àëãîðèòì äîáàâëåíèÿ ê ýòîìó äåðåâó íîâîãî ýëåìåíòà A[n+1] è îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

7.(15) Äîêàçàòü ïpàâèëüíîñòü àëãîpèòìà ÊÎÄ, ñòpîÿùåãî îïòèìàëüíîå äåpåâî äâîè÷íîãî ïîèñêà
(ò.å. ïîêàçàòü èíäyêöèåé ïî l ïpàâèëüíîñòü îïpåäåëåíèÿ ñòîèìîñòåé ci,j è êîpíåé ri,j).

8.(10) Íàéòè ìåäèàíó ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ëèíåéíîé ñëîæíî-
ñòè:

7, 2 ,5, 81,15, 4, 3, 7, 2, 1,17, 8, 9, 5, 26, 23, 1, 13, -2, 0, 41, 15, 20, 17, 5, 12, 3.
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Âàðèàíò 4

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) (n!) log5 n; b) 2

√
nn2; c) n/ log100 n; d) n19/20 log7 n; e) 2n!/nn;

f) n43n; g) n2.05/ log10(n + 1); h) nlog n; i) n2 logn n; j) n0.99/ log log5 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû (n � ñòåïåíü 4.)
procedurePEL(A[m..n]) :
{
p := [(n−m + 1)/4]; q := [(n−m + 1)/2];
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);PEL(A[m + 2p..n]);
PEL(A[m + q..m + q + p− 1])
}

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé O((n−m)2).

3.(15) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n), êîòîðûé ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèò ëè îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô, çàäàííûé ìàòðèöåé ñìåæíîñòåé, âåðøèíó, ê êîòîðîé âåäóò äóãè èç îñòàëüíûõ (n − 1)
âåðøèí è èç êîòîðîé íå âûõîäèò íè îäíà äóãà.

4.(15) Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ êñ-ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî êñ-ãðàììàòèêîé â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, èìååò ñëîæ-
íîñòü O(n3).

5.(20) Äàíî n öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî k. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîäâåðãàåò èõ ïðåäâàðè-
òåëüíîé îáðàáîòêå, à çàòåì çà âðåìÿ O(1) îòâå÷àåò íà ëþáîé âîïðîñ âèäà "ñêîëüêî ÷èñåë èç äàííîãî
íàáîðà ëåæèò ìåæäó a è b?"Âðåìÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äîëæíî áûòü O(n + k).

6.(10) Hàéòè îïòèìàëüíîå äåpåâî äâîè÷íîãî ïîèñêà äëÿ ýëåìåíòîâ a, b, c, d, e ñ âåpîÿòíîñòÿìè
pi = 0.1; 0.3; 0.05; 0.1; 0.2 è qi = 0.1; 0; 0.05; 0; 0; 0.1.

7.(15) Ïîñòðîèòü ÐÀÌ-ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ ïî äàííîìó n f(n) = 22n

çà O(n) øàãîâ. ×åìó
ðàâíà ñëîæíîñòü ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîì âåñå êîìàíä.

8.(10) Ïîñòðîèòü àëãîðèòìîì ÏÎÑÎÐÒÄÅÐ ñîðòèðóþùåå äåðåâî äëÿ ñëåäóþùåãî ìàññèâà: A =
(15, 3, 17, 10, 43, 19, 6, 22, 9). Ñêîëüêî îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ?
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Âàðèàíò 5

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) n log3(n!); b) 2
√

nn; c) n/ log10 n; d) n9/10 log4 n; e) 2n!/nn

;

f) 25n; g) n1.05/ log40(n + 10); h) n log n; i) n2(log n)n; j) n0.91 log7 n.

2.(15) Âûáðàòü ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà è íàïèñàòü àëãîðèòì ïîäñ÷åòà äëÿ êàæäîé âåðøèíû åå
âûñîòû. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

3.(15) Äîïîëíèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö,
÷òîáû îí âûäàâàë è îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê óìíîæåíèé (ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññòàíîâêó ñêîáîê).

4. (15) Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííîìó ÷èñëó k íàõîäèò â äàííîì ìíîæåñòâå S
ìîùíîñòè n åãî k ýëåìåíòîâ, áëèæå âñåãî ðàñïîëîæåííûõ ê ìåäèàíå. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äîëæíà
áûòü O(n).

5.(15) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ßíãåðà-Êàñàìè, ïðîâåðèòü âõîäèò ëè ñëîâî aabbbca â êñ-ÿçûê LG,
ïîðîæäåííûé ñëåäóþùåé êñ-ãðàììàòèêîé G = ({S, A,B,C}, {a, b, c}, P, S):
P :
S => AA|AB
A => a|AA|CA
B => b|BB|BC
C => c|CC|CA
Åñëè îíî âõîäèò â LG, òî ïîñòðîèòü äåðåâî åãî âûâîäà.

6. (20) Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ñðàâíåíèé äëÿ óñïåøíîãî ïîèñêà ýëåìåíòà â óïîðÿäî÷åííîì
ìàññèâå A[1..n] ( n - còåïåíü 2) ìåòîäîì áèíàðíîãî ïîèñêà ( âñå ýëåìåíòû À ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðî-
ÿòíûìè) ðàâíî O(logn).

7. (10). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñîðòèðîâêè, óïîðÿäî÷èòü ñëåäóþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñëîâ äëèíû 4:
ÂÎÂÀ, ÂËÀÀ, ÎÏÀË, ËÎËÀ, ÎÂÀË, ÀÎÏÏ, ÏÀÏÀ, ËÀÂÀ, ÏÎËÎ.

8. (10). Íàéòè ìåäèàíó ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÌÈÍÊ ëèíåéíîé
ñëîæíîñòè:
A = 18, 3, 5, 1, 12, 4, 3, 7, 12, 1, 4, 5, 22, 8, 9, 9, 59, 13, 13,−2, 0, 8, 15, 23, 97, 5, 34.
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Âàðèàíò 6

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) n2 log3 n; b) n
√

n/n3; c) n3/ log100 n; d) n21/10/ log4 n; e) 2n log n;

f) n3n; g) n0.5 log10 n; h) n log n log log n; i) n2 log log n; j) n0.51 log log n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) : ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ( n - ñòåïåíü òðîéêè).
procedurePEL(A[m..n]) :
{
p := [(n−m + 1)/3]; q := [(n−m + 1)/2];
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);
}

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé θ((n−m)2).

3. (15) Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí âûñîòû h â ñîðòèðóþùåì äåðåâå èç n ýëåìåíòîâ?
Îòâåò îáîñíóéòå.

4. (20) . Ïóñòü èìååòñÿ n äîñòîèíñòâ ìîíåò, T [1..n] - ìàññèâ, çàäàþùèé èõ çíà÷åíèÿ. Äëÿ 1 ≤ i ≤ n
è 1 ≤ j ≤ L ïóñòü C(i, j) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ìîíåò äîñòîèíñòâ T (1), T (2), ..., T (i), êîòî-
ðûìè ìîæíî ðàçìåíÿòü ñóììó j. Îïðåäåëèòü C(i, j) ðåêóðñèâíî è ïîñòðîèòü àëãîðèòì, âû÷èñëÿþ-
ùèé C(n, L) è ñïîñîá íàèëó÷øåãî ðàçìåíà L.

5. (15) Ïóñòü äàí ìàññèâ A[1..n] öåëûõ ÷èñåë è ìàññèâ P [1..n], çàäàþùèé ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë
1, 2, ..., n. Íàïèñàòü àëãîðèòì, ðàñïîëàãàþùèé ýëåìåíòû ìàññèâà A â ïîðÿäêå, çàäàâàåìîì P : íà
âûõîäå A′[i] = A[P [i]], êîòîðûé ðàáîòàë áû âíóòðè A. Êàêîâî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â õóäøåì
ñëó÷àå ?

6. (15) Ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ áèòîâóþ ïðîãðàììó â áàçèñå {¬,∧,∨}, âû÷èñëÿþùóþ ñóììó äâóõ
n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë çà âðåìÿ O(n).

7.(10) Hàéòè îïòèìàëüíîå äåpåâî äâîè÷íîãî ïîèñêà äëÿ ýëåìåíòîâ a, b, c, d, e ñ âåpîÿòíîñòÿìè
Pi = 0.2; 0.25; 0.05; 0.2; 0.05 è qi = 0; 0; 0.05; 0; 0.1; 0.1.

8.(10) Íàéòè 5-ûé íàèìåíüøèé ýëåìåíò ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ÌÈÍÑÊ (ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ â ñðåäíåì):
7, 2, 6, 1,10, 4, 1, 23, 4,12, 8, 9, 56, 23,13, -2, 0,4, 15, 20, 17, 4.
(âî 2-îé ñòðîêå âûáèðàòü ìåäèàíó ïåðâîãî, ïîñëåäíåãî è ñðåäíåãî ýëåìåíòîâ).

6



Âàðèàíò 7

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) 2n log n ; b) n
√

log n; c) n2/ log 1000n; d) n19/10; e) 2n log n/n;

f) n2n

; g) n1.5 log10 n; h) n log n log log n; i) n log4 n; j) n2.5/ log log7 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ( n� ñòåïåíü 5)
. procedurePEL(A[m..n]) :
begin
p := [(n−m + 1)/5]; q := [(n−m + 1)/2];
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);PEL(A[m + q..m + q + p− 1])
end

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé (n−m)log(n−m).

3.(15) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì íåîðèåíòèðîâàííîì ñâÿçíîì ãðàôå G = (V,E) âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |E| >= |V | − 1, à åñëè G � äåðåâî, òî |E| = |V | − 1.

Ïðåäëîæèòå íà îñíîâàíèè ýòîãî ðàâåíñòâà àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïî ìàòðèöå ñìåæíîñòè ñâÿç-
íîãî ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ëè îí äåðåâîì. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

4.(20) Íàïèñàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö M1 ×M2 × . . .×Mn, ìèíèìèçèðóþùåãî ÷èñëî óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ, â ñëó÷àå, êîãäà êàæ-
äàÿ ìàòðèöà Mi èìååò îäèí èç ðàçìåðîâ 1 × 1, 1 × d, d × 1, d × d ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì d
. Îí äîëæåí áûòü áîëåå áûñòðûì, ÷åì àëãîðèòì, êîòîðûé îïòèìèçèðóåò óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ
ìàòðèö.

5.(20) Ïóñòü S1, S2, ..., Sk - ìíîæåñòâà ÷èñåë, ëåæàùèõ ìåæäó 1 è n, è èõ ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü
íå áîëüøå n. Îïèñàòü àëãîðèòì, óïîðÿäî÷èâàþùèé âñå ìíîæåñòâà Si çà âðåìÿ O(n).

6.(10) Ïóñòü èñõîäíûé ìàññèâ A óæå îòñîðòèðîâàí â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Êàêèì áóäåò âðåìÿ åãî
ñîðòèðîâêè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áûñòðîé ñîðòèðîâêè?

7. (10) Ïîñòðîèòü äëÿ äåðåâà , çàäàííîãî ñïèñêîì äóã, ïðåäñòàâëÿþùåå åãî áèíàðíîå äåðåâî 1.
Îïèñàòü T1 ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ñìåæíîñòè.
T = {(v1, v2), (v1, v3), (v2, v3), (v2, v4), (v2, v5), (v2, v6), (v3, v7), (v3, v8), (v3, v9), (v3, v10), (v5, v11)}.

8 (10) . Íà÷åðòèòü äâîè÷íîå äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
((a + b) ∗ (w − s + c) + x)/(d− (f + g ∗ (z + x + v))).
Âûïèñàòü åãî âåðøèíû â ñóôôèêñíîì è ïðåôèêñíîì ïîðÿäêàõ.
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Âàðèàíò 8

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) n2/ log3 n; b) n

√
n/n3; c) n1.99 log100 n; d) n0.1 log4 n; e) nn log n;

f) n!/3n; g) n0.05 log10 n; h) n2 log n log log9 n; i) n2 logn n; j) n2(log log n)10/logn.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PER(A[1..N ]) ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà (N - ñòåïåíü òðîéêè).
procedurePER(A[m..n]) :
begin
p := n−m + 1;
if p ≤ 2 then return(0)
else begin
ÏÓÇÛÐÅÊ([m..n]);
PER(A[m..m + p/3]);PER(A[m + 2p/3..n− 1])
end end

Çäåñü ÏÓÇÛÐÅÊ - ýòî âûçîâ ïðîöåäóðû ïóçûðüêîâîé ñîðòèðîâêè.

3.(10) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì áèíàðíîì äåðåâå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 2 íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñ-
ëà ëèñòüåâ.

4. (20) Íà êâàäðàòíîé äîñêå A ðàçìåðà N × N ðàññòàâëåíû öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà
A[i, j] ≥ 0. ×åðåïàøêà, íàõîäÿùàÿñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó, ìå÷òàåò ïîïàñòü â ïðàâûé íèæíèé.
Ïðè ýòîì îíà ìîæåò ïåðåïîëçàòü òîëüêî â êëåòêó ñïðàâà èëè ñíèçó è õî÷åò, ÷òîáû ñóììà âñåõ
÷èñåë, îêàçàâøèõñÿ ó íåå íà ïóòè, áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýòîé ñóììû è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ïóòè ÷åðåïàøêè. Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

5. (20) Ïóñòü ìàññèâ A[1..n] ñîäåðæèò âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî n, êðîìå îäíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çà îäíî äåéñòâèå ìîæíî ïðîñìîòðåòü çàäàííûé áèò çàäàííîãî ýëåìåíòà A. Ïðåäëîæèòå àëãî-
ðèòì ñëîæíîñòè O(n) äëÿ íàõîæäåíèÿ íåäîñòàþùåãî ÷èñëà.

6.(15) Äîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû ÏÅÐÅÑÛÏÊÀ(1,i) äëÿ âåðøèíû i âûñîòû k íå
áîëüøå O(k).

7.(10) Îòñîðòèðîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäîì ñëèÿíèÿ.
7, 2, 5, 81,10, 4, 3,7,2, 1, 23, 5.
Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÑËÈ(À, Â).

8.(10) Íàéòè 5-ûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ÌÈÍÊ ëèíåéíîé ñëîæíîñòè:
17, 2, 5, 81,10,14,3,17,2,1,3,41,5,8,5,56,23,13,-2,0,4,32,20,17.

8



Âàðèàíò 9

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) n4 log6 n; b) 2
√

n/n3; c) n5/ log100 n; d) 2n log n; e) n41/10/ log8 n;

f) nlog n!; g) n0.5 log10 n; h) n log n log log n; i) n2log log n

; j) n4.1 log log5 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PR(a[1..N ]) äëÿ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà (N - ñòåïåíü òðîéêè).
procedurePR(A[m..n]) :
begin
if(n−m ≤ 1) then return(1)
else begin
p := n−m + 1;
îáðàáîòàòü(A[1..p]); îáðàáîòàòü(A[m + 2p..n]);
PR(A[m..m + p/3− 1]);PR(A[m + 2p/3..n])
end
end
(ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû "îáðàáîòàòü(x,A[m,n])"ñ÷èòàòü ðàâíîé O(1) ).

3. (15) Íàïèøèòå íåðåêóðñèâíûé âàðèàíò ïðîöåäóðû ñóôôèêñíîãî îáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà.
Äîêàæèòå åãî êîððåêòíîñòü è îöåíèòå ñëîæíîñòü.

4. (15) Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè òàê, ÷òîáû îí ðàáîòàë çà âðåìÿ O(n log n)
â õóäøåì ñëó÷àå. (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå èäåþ àëãîðèòìà ÌÈÍÊ).

5. (20) Àáçàö òåêñòà ñîñòîèò èç n ñëîâ äëèíîé l1, l2, ..., ln. Èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå, ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ ñëîâ àáçàöà â ñòðîêàõ äëèíû m ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
"ëèøíèõ"ïðîáåëîâ. ×èñëî "ëèøíèõ"ïðîáåëîâ â ñòðîêå ðàâíî m−(ñóììàðíàÿ äëèíà ñëîâ â ýòîé
ñòðîêå) - (÷èñëî ñëîâ â ñòðîêå) +1 ). ×èñëî "ëèøíèõ"ïðîáåëîâ â àáçàöå ðàâíî ñóììå êóáîâ "ëèø-
íèõ"ïðîáåëîâ â ñòðîêàõ.

6. (15) Íàéäèòå îïòèìàëüíîå ãëîáàëüíîå âûðàâíèâàíèå äëÿ ñëîâ "ÌÓÕÎÌÎÐ"è "ÌÐÓÌÓÐ".
Ïóñòü ôóíêöèÿ âåñà ñðàâíåíèÿ äâóõ ñèìâîëîâ t(x, y) çàäàíà ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè: t(x, x) =
1, t(−, x) = t(x,−) = −1, t(x, y) = −2(x 6= y), x, y ∈ {Ì, Î, Ð, Ó, Õ}.

7.(10) Óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2,16,23,14,11,3,8,2,11, 6, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì ñîðòèðîâêè
äåðåâîì. Ñêîëüêî ñðàâíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîðòèðîâêè?

8.(10) Íàéòè 6-îé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ëèíåéíîé ñëîæíîñòè:
7,2,5,81,10,14,3,17,2,1,3,4,5,8,25,56,23,13,-2,10,4,32,20,17.
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Âàðèàíò 10

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) log(n!) log5 n; b) n

√
nn2; c) n/ log100 n; d) n21/20 log7 n; e) 2n!/nn;

f) 3n; g) n2.05/ log10(n + 1); h) nlog n; i) n2 logn n; j) n0.99/ log log5 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) : ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû (n - ñòåïåíü 4).
procedurePEL(A[..n]) :
begin
p := (n−m + 1)/4; q := (n−m + 1)/2;
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + 2p..n]);
PEL(A[m + q..m + q + p− 1])
end

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé (n−m)log(m− n).

3.(15) Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ↔ G - àöèêëè÷å-
ñêèé è |E| = |V |−1. Ïðåäëîæèòå íà îñíîâàíèè ýòîãî ðàâåíñòâà àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïî ìàòðèöå
ñìåæíîñòè àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ëè îí äåðåâîì. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

4.(20) Ïóñòü ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ àëôàâèòà {a, b, c} çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè: aa = b, ab =
c, ac = a, ba = a, bb = b, bc = c, ca = a, cb = a, cc = c. Íàïèñàòü àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïî ñëîâó w
â àëôàâèòå {a, b, c}, ìîæíî ëè åãî ñîêðàòèòü äî a. Íàïðèìåð, äëÿ w = bbbba èìååì (b(bb))(ba) = a.
Îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

5.(15) Äîêàæèòå, ÷òî ñîðòèðóþùåå äåðåâî èç n ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò íå áîëåå [n/2(h+1)] âåðøèí
âûñîòû h.

6.(15) Êàê èçìåíèòü àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ìåòîäîì ñëèÿíèÿ, ÷òîáû îí ó÷èòûâàë íàëè÷èå â ìàñ-
ñèâå óïîðÿäî÷åííûõ îòðåçêîâ. Êàêîâà áóäåò åãî ñëîæíîñòü, åñëè ÷èñëî òàêèõ îòðåçêîâ ≤ k ?

7. (10) Ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ îïðåäåëèòåëü 3 õ 3 ìàòðèöû ïî åå ýëå-
ìåíòàì. Îöåíèòü âðåìÿ åå ðàáîòû è èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü.

8. (10) Óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 23,16,23,14,11,3,8,32,11, 8, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì áûñòðîé
ñîðòèðîâêè (ðàçáèåíèå ìàññèâà ïðîèçâîäèòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî åãî êîíöîâ).
Ñêîëüêî ñðàâíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ?
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Âàðèàíò 11

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) 2n/ log n ; b) n
√

log n; c) n3/ log 1000n; d) n29/10; e) 2n log n/n2;

f) 22n

; g) n2.5 log10 n; h) n log n log log n + n3; i) n log4 n; j) n3.5/ log log7 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PR(a[1..N ]) äëÿ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà (N - ñòåïåíü òðîéêè).
procedure PR(A[m..n]) :
begin if (n−m ≤ 1) then return(1)
else begin p := n−m + 1;
îáðàáîòàòü(A[1..p]); îáðàáîòàòü(A[m + 2p..n]);
PR(A[m..m + p/3− 1]);PR(A[m + 2p/3..n])
end end
(ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû "îáðàáîòàòü(x,A[m,n])"ñ÷èòàòü ðàâíîé O((n−m)2) ).

3. (15) Íàïèøèòå íåðåêóðñèâíûé âàðèàíò ïðîöåäóðû ïðåôèêñíîãî îáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà. Äî-
êàæèòå åãî êîððåêòíîñòü è îöåíèòå ñëîæíîñòü.

4.(15) Êàê èçìåíèòü àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ êñ-ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî êñ-ãðàììàòèêîé â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, ÷òîáû îí â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàë è äåðåâî âûâîäà èñõîäíîãî ñëîâà? Êàêîâà áóäåò ñëîæ-
íîñòü íîâîãî àëãîðèòìà?

5.(15) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà ïîäìíîæåñòâà S1 =
{b|b ∈ S, b < a} è S2 = {b|b ∈ S, b ≥ a}.
Âõîä: ìàññèâ A[1..n] è ÷èñëî a.
Âûõîä: ìàññèâ A′[1..n], â êîòîðîì âíà÷àëå èäóò ýëåìåíòû S1, à çàòåì � S2.

BEGIN i := 1; j := n;
WHILE i < j + 1 DO

BEGIN WHILE (A[j] ≥ a)AND(j > 0) DO j := j − 1;
WHILE (A[i] < a) AND (i < n + 1) DO i := i + 1;
IF i < j THEN BEGIN

ïåðåñòàâèòü A[i] è A[j];
i := i + 1; j := j − 1

END END END.

Äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà è îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû.
6.(15) Êàêèå îòâåòû áyäåò äàâàòü "ñòpàòåãèÿ äüÿâîëà"èç òåîpåìû Êèñëèöûíà â îòâåò íà ñëåäy-

þùèå âîïpîñû:
a > b?; d > c?; d > a?; d > b?; e > b?; a > e?; f > g?; f > c?; f > e?; f > d?; e > d?

(åñëè îòâåò íå îïpåäåëåí, ïyñòü "ïîáåæäàåò"èãpîê, ñòîÿùèé â ñpàâíåíèèè ñëåâà). Êàêèå ïàðû (X, Y )
íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè "X ïpåâîñõîäèò Y "?

7.(10) Îòñîðòèðîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäîì ñëèÿíèÿ:
12, 7,2,5,81,10,4,3,7,2,1,23,5, 44.
Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÑËÈ(À, Â).

8.(15) Íàïèñàòü ÐÀÌ-ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f(n) = nn ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ
O(log n) ïðè ðàâíîìåðíîì âåñå.
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Âàðèàíò 12

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) n2/ log5 n; b) n

√
n/n2; c) n1.9 log100 n; d) n0,1/ log14 n; e) nn/ log n;

f) n!/2n ; g) n0.5 log10 n; h) n2 log n+log log n; i) n2 logn n; j) n2(log log n)10/ log n.

2. (10) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ t-è÷íîãî äåðåâà â ýêâèâàëåíòíîå åìó áèíàðíîå
äåðåâî. Êàêîâà åãî ñëîæíîñòü?

3.(15) Ïóñòü äàí ìàññèâ çàïèñåé, êîòîðûé íóæíî îòñîðòèðîâàòü ïî êëþ÷ó, èìåþùåìó 2 çíà÷åíèÿ
0 è 1. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì òàêîé ñîðòèðîâêè çà ëèíåéíîå âðåìÿ è ñ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòüþ O(1).

4.(15) Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êèñëèöûíà î ñëîæíîñòè íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ýëå-
ìåíòà ââåäåíî îòíîøåíèå "À ïðåâîñõîäèò Â". Äîêàæèòå, ÷òî îíî òðàíçèòèâíî.

5.(20) Èäåÿ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âñòàâêàìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ýòàïå j ( j=2,...,n )
ýëåìåíò A[j] ñòàâèòñÿ íà ñâîå ìåñòî ñðåäè ýëåìåíòîâ A[1], A[2], ..., A[j-1]. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ
ïðîãðàììà ñîðòèðóåò ìàññèâ A[1..n] è îöåíèòå âðåìÿ åå ðàáîòû.

FOR j = 2 UNTIL n DO
BEGIN

x := A[j]; k := 1;
WHILE x > A[k] AND k < j DO

k := k + 1;
FOR i = j UNTIL k + 1 STEP −1 DO

A[i] := A[i− 1];
A[k] := x

END.

6. (15) Íàïèøèòå àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ êîìàíäû ÐÀÌ
STORE *5
ìîäåëèðóþùåé ìàøèíîé Òüþðèíãà. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, åñëè ýòà êîìàíäà
âûïîëíÿëàñü ÐÀÌ íà øàãå t?

7.(15) Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ⇔ G - àöèêëè÷å-
ñêèé, íî äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïîðîæäàåò â íåì öèêë.

8.(10) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñîðòèðîâêè, óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
ÐÁÀÐ, ÐÀÁÀ, ÊÐÀÁ, ÀÐÁÀ,ÁÐÀÊ, ÀÊÀÐ,ÁÀÁÀ, ÀÁÁÀ.
Êàêîâà òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà?
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Âàðèàíò 13

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) nlog n log5 n; b) n

√
n ; c) n3/log100n; d) n299/100 e) 2n log n/n2;

f) 2log2 n; g) n3.6/ log10 n; h) n3 log n log log n; i) n3 log4 n; j) n3.5 log log5 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PR(a[1..N ]) äëÿ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ( N - ñòåïåíü òðîéêè).
procedure PR(A[m..n]) :

begin if (n−m ≤ 1) then return(1)
else begin p := n−m + 1;

îáðàáîòàòü(A[1..p]); îáðàáîòàòü(A[m + 2p..n]);
PR(A[m..m + p/3− 1]);PR(A[m + 2p/3..n])
end

end

(ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû "îáðàáîòàòü(x,A[m,n])"ñ÷èòàòü ðàâíîé O(n−m) ).
3. (15) Íàïèøèòå íåðåêóðñèâíûé âàðèàíò ïðîöåäóðû ïðåôèêñíîãî îáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà. Äî-

êàæèòå åãî êîððåêòíîñòü è îöåíèòå ñëîæíîñòü.

4.(15) Êàê èçìåíèòü àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ êñ-ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî êñ-ãðàììàòèêîé â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, ÷òîáû îí â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàë è äåðåâî âûâîäà èñõîäíîãî ñëîâà? Êàêîâà áóäåò ñëîæ-
íîñòü íîâîãî àëãîðèòìà?

5.(15) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà ïîäìíîæåñòâà S1 =
{b|b ∈ S, b < a} è S2 = {b|b ∈ S, b ≥ a}.
Âõîä: ìàññèâ A[1..n] è ÷èñëî a.
Âûõîä: ìàññèâ A′[1..n], â êîòîðîì âíà÷àëå èäóò ýëåìåíòû S1, à çàòåì � S2.

BEGIN i := 1; j := n;
WHILE i < j + 1 DO

BEGIN WHILE (A[j] ≥ a)AND(j > 0) DO j := j − 1;
WHILE (A[i] < a) AND (i < n + 1) DO i := i + 1;
IF i < j THEN BEGIN

ïåðåñòàâèòü A[i] è A[j];
i := i + 1; j := j − 1

END END END.

Äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà è îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû.
6. (15) Ïóñòü èñõîäíûé ìàññèâ À óæå îòñîðòèðîâàí â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàêèì áóäåò âðå-

ìÿ åãî ñîðòèðîâêè ñ ïîìîùüþ äåðåâà? À êàêèì îíî áóäåò, åñëè îí îòñîðòèðîâàí â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ?

7 . (10) Íà÷åðòèòü äâîè÷íîå äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
((a + b) ∗ (w− s) ∗ (c + x)) + (d− (f + g ∗ (n + v))). Âûïèñàòü åãî óçëû â ïðåôèêñíîì è â èíôèêñíîì
ïîðÿäêàõ.

8. (10) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñîðòèðîâêè, óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
ÂÎË, ÂÎÂÀ, ÀÂÎË, ËÀÎ, ËÎËÀ, ÂÎÏÂ, ËÀÂ,ÏÎË.
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Âàðèàíò 14

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):
a) n5 log6 n; b) 2

√
n/n5; c) n6/ log100 n; d) 2n log n; e) n51/10/ log9 n;

f) (n!)log n!; g) n0.5 log10 n; h) n log n log log n; i) 22n

; j) n5.01 log5 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) : ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ( n - ñòåïåíü 5.)
procedure PEL( A[ø..n]):

begin
p := (n−m + 1)/5; q := (n−m + 1)/2;
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);PEL(A[m + 2p..n]);
PEL(A[m + q..m + q + p− 1]);PEL(A[m + q − p..m + q − 1])

end

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé O((n−m)2).

3.(15) Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ⇔ G � àöèêëè÷å-
ñêèé, íî äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïîðîæäàåò öèêë.

4.(20) Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñëîâà óäàëåíèå áóêâû, âñòàâêó áóêâû èëè èç-
ìåíåíèå îäíîé áóêâû ñëîâà. Íàïèñàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîé ïàðå ñëîâ u, v ïîäñ÷èòûâàåò
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâà u â ñëî-
âî v è íàõîäèò ìèíèìàëüíóþ öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé. Îöåíèòü åãî ñëîæíîñòü.

5. (15) Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè òàê, ÷òîáû îí ðàáîòàë çà âðåìÿO(n log n).
(Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå èäåþ àëãîðèòìà ÌÈÍÊ).

6.(15) Â äîê-âå òåîðåìû Êèñëèöûíà î ñëîæíîñòè íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòà ââå-
äåíî îòíîøåíèå "À ïðåâîñõîäèò Â". Äîêàæèòå, ÷òî "÷åìïèîí"ïðåâîñõîäèò âñåõ îñòàëüíûõ èãðîêîâ.
(Èñïîëüçóéòå èíäóêöèþ ïî ÷èñëó èãðîêîâ).

7 (10) . Óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 31, 16, 23, 14, 11, 13, 8, 32, 11, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì ñîðòè-
ðîâêè äåðåâîì. Ñêîëüêî ïåpåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîðòèðîâêè?

8 (10). Íà÷åðòèòü äâîè÷íîå äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
(((a + b) + (w − s) ∗ c) + x)− (d− n ∗ (f + g ∗ (x + v))).
Âûïèñàòü åãî óçëû â ïðåôèêñíîì è â ñóôôèêñíîì ïîðÿäêàõ.
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Âàðèàíò 15

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) n3/ log4 n; b) n
√

2n/n2; c) n2.99 log10 n; d) n3.1 log4 n; e) nn log n;

f) n!/3n; g) n3.05 log10 n; h) n3 log n log log2 n; i) 2n logn n; j) n3(log log n)10/logn.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL( A[1..n]): ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû. ( n - ñòåïåíü 4) procedure
PEL(A[m..n]) :

begin p := (n−m + 1)/4; q := (n−m + 1)/2;
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);PEL(A[m + 2p..n]);
PEL(A[m + q..m + q + p− 1]);PEL(A[m + q − p..m + q − 1])

end

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé O(n−m).

3. (15) Ïóñòü G = (V,E) - îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô, â êîòîðîì èç íåêîòîðîé âåðøè-
íû v â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó u èç V âåäåò åäèíñòâåííûé ïóòü. Ïîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé
âàðèàíò ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

4.(20) Äàíû äâå ñòðîêè x è y. Ñòðîêà x ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, ñòðîêà y èç ñèìâîëîâ A è
B. Ìîæíî ëè ñòðîêó x ïðåîáðàçîâàòü â ñòðîêó y ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: öèôðà 0 ïðåîáðàçóåòñÿ
â íåïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ A, à öèôðà 1 - ëèáî â íåïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ A,
ëèáî â íåïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ B? Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, îòâå÷àþùèé íà ýòîò âîïðîñ è
îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.
Óêàçàíèå. Ïóñòü C[i, j] = 1 ⇔ i ñèìâîëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â j ñèìâîëîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàññèâà C ðàçìåðà |x| × |y|.

5. (15) Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííîìó ÷èñëó k íàõîäèò â äàííîì ìíîæåñòâå S
ìîùíîñòè n åãî k ýëåìåíòîâ, áëèæå âñåãî ðàñïîëîæåííûõ ê ìåäèàíå. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äîëæíà
áûòü O(n).

6.(15) Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì ÌÈÍÊ òàê, ÷òîáû ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-
áèâàëàñü íà îòðåçêè äëèíû 7 ( à íå 5 ). Îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà. Ìîæíî ëè
ïîëó÷èòü ëèíåéíûé àëãîðèòì ïðè ðàçáèåíèè íà îòðåçêè äëèíû 3?

7. (10). Ïîñòðîèòü äëÿ äåðåâà T , çàäàííîãî ñïèñêîì äóã, ïðåäñòàâëÿþùåå åãî áèíàðíîå äåðåâî
T1. Ïîñòðîèòü èíôèêñíûé îáõîä T1.
T = {(v1, v2), (v1, v3), (v1, v7), (v1, v4), (v2, v5), (v2, v6), (v3, v8), (v3, v9), (v3, v10), (v5, v11)}.

8 (10). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñîðòèðîâêè, óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
ÂÀÂÀ, ÂÎÂÀ, ÀÂÎË, ÀËÀÎ, ËÎËÀ, ÎÏÎÏ, ËÀÂÀ, ÏÎËÎ.
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Âàðèàíò 16

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

) 2n/ log2 n ; b) n
√

n+log n; c) n4/ log 1000n; d) n39/10; e) 2n log n/n2;

f) 2log n!; g) n1.5 log10 n; h) n2 log n log log n + n3; i) n3 log4 n; j) n3.5/ log log7 n.

2.(15) Îöåíèòü ñëîæíîñòü âûçîâà PEL(A[1..n]) : ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ( n - ñòåïåíü òðîéêè).
procedurePEL(A[m..n]) :
{
p := [(n−m + 1)/3]; q := [(n−m + 1)/2];
MAKE(A[m..n]);
PEL(A[m..m + p− 1]);PEL(A[m + p..m + 2p− 1]);
}

Ñ÷èòàòü ñëîæíîñòü âûçîâà ïðîöåäóðû MAKE(A[m..n]) ðàâíîé θ((n−m) log(n−m)).

3. (15) Ïóñòü f(n) è g(n) � ýòî äâå íåóáûâàþùèå ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå ïîëèíîìàìè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè n1 < n2 < ...ni < ... èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
O(f(ni)) = O(g(ni)). Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà O(f(n)) = O(g(n)). Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåð-
íî äëÿ íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

4.(20) Íàçîâåì îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äâóõ ñëîâ V = v(1)v(2)...v(n) èW = w(1)w(2)...w(m)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 1 ≤ j1 <
. . . < jk ≤ m òàêèõ, ÷òî v(i1) = w(j1), . . . , v(ik) = w(jk). Èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå, ïðåäëîæèòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñàìîé äëèííîé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îöåíèòå åãî
ñëîæíîñòü.

5.(15) Äîêàæèòå, ÷òî ñîðòèðóþùåå äåðåâî èç n ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò íå áîëåå [n/2(h+1)] âåðøèí
âûñîòû h.

6.(15) Êàêèå îòâåòû áyäåò äàâàòü "ñòpàòåãèÿ äüÿâîëà"èç òåîpåìû Êèñëèöûíà â îòâåò íà ñëåäy-
þùèå âîïpîñû:
a > b?; d > c?; d > a?; d > b?; e > b?; a > e?; f > g?; f > c?; f > e?; f > d?; e > d?
(åñëè îòâåò íå îïpåäåëåí, ïyñòü "ïîáåæäàåò"èãpîê, ñòîÿùèé â ñpàâíåíèèè ñëåâà). Êàêèå ïàðû (X, Y )
íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè "X ïpåâîñõîäèò Y "?

7. (10) Ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ îïðåäåëèòåëü 3 õ 3 ìàòðèöû ïî åå ýëå-
ìåíòàì. Îöåíèòü âðåìÿ åå ðàáîòû è èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü.

8. (10) Óïîðÿäî÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 23,16,23,14,11,3,8,32,11, 8, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì áûñòðîé
ñîðòèðîâêè (ðàçáèåíèå ìàññèâà ïðîèçâîäèòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî åãî êîíöîâ).
Ñêîëüêî ñðàâíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ?
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Âàðèàíò 17

1. (20) Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïðè n →∞ ):

a) n3 log n log log n + n4; b) n
√

log n; c) n4/ log 1000n; d) n41/10; e) 2n log n/n2;

f) 32n

; g) n3.75 log10 n; h) 3n/ log n ; i) (log n!)4/ log log5 n; j) 2n3.5
/ log7 n.

2. (20) Ïóñòü f(n) è g(n) - íåóáûâàþùèå ôóíêöèè è äëÿ âñåõ n âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà:
a) 4g(n) < g(2n) < 8g(n);
b) f(2n) < 2f(n) + g(n).
Äîêàçàòü, ÷òî f(n) ∈ O(g(n)).

3. (10) Äîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ÌÈÍÊ äëÿ âûáîðà k-ãî íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà T (n) ≤ 20cn, ãäå cn - âðåìÿ åãî ðàáîòû ïðè n ≤ 50.

4. (20) Ïóñòü ôóíêöèÿ "âåñà"t(x, y) çàäàíà äëÿ ïàð ñèìâîëîâ àëôàâèòà A ∪ {−} ñëåäóþùèìè
ðàâåíñòâàìè:t(x, x) = 1, t(−, x) = t(x,−) = −1, t(x, y) = −2(x 6= y), x, y ∈ A. Ìîäèôèöèðóéòå àëãî-
ðèòì îöåíêè îïòèìàëüíîãî âûðàâíèâàíèÿ äâóõ ñëîâ â àëôàâèòå A òàê, ÷òîáû îí íàõîäèë íå òîëüêî
âåñ îïòèìàëüíîãî âûðàâíèâàíèÿ, íî è ñàìî ýòî âûðàâíèâàíèå.

5. (15) Ïóñòü T - äâîè÷íîå äåðåâî ïîèñêà, ñ ðàçëè÷íûìè ìåòêàìè âñåõ âåðøèí. Ïóñòü x - åãî
ëèñò, à y - îòåö âåðøèíû x â T . Ïîêàæèòå, ÷òî ìåòêè l(x) è l(y) ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â óïîðÿäî÷åííîì
ñïèñêå âñåõ ìåòîê T .

6.(15) Äîêàçàòü ïpàâèëüíîñòü àëãîpèòìà ÊÎÄ, ñòpîÿùåãî îïòèìàëüíîå äåpåâî äâîè÷íîãî ïîèñêà
(ò.å. ïîêàçàòü èíäyêöèåé ïî l ïpàâèëüíîñòü îïpåäåëåíèÿ ñòîèìîñòåé ci,j è êîpíåé ri,j).

7.(10) Íàéòè ìåäèàíó ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ëèíåéíîé ñëîæíî-
ñòè:

17, 12 ,5, 81,15, 4, 3, 7, 2, 1,17, 8, 9, 5, 26, 23, 11, 13, -2, 0, 41, 15, 20, 17, 5, 12, 3.
8.(10) Îòñîðòèðîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäîì ñëèÿíèÿ.

17, 2, 15, 8, 10, 4, 13, 7, 2, 1, 23, 5.
Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÑËÈ(À, Â).

17


